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RESUMEN

La presente investigacion plantea la evaluacion de desempefio del método de campo
de desplazamiento acoplado para el analisis de vigas en construcciones modulares con
diferentes condiciones de contorno. Las expresiones para el desplazamiento transversal se
deducen a partir de una funcion admisible de rotacion total que se propone mediante métodos
de aproximacion de funciones en elementos finitos, sobre la base de un coeficiente
indeterminado. Posteriormente, la ecuacion de movimiento se deriva utilizando el principio
de conservacion de la energia, luego se emplea el método de Newmark y la técnica de
superposicién de modos en las ecuaciones obtenidas. Los resultados muestran que el método
empleado es adecuado en contextos que se requiere analisis de las vigas de alta esbeltez.
Asimismo, fuertes vibraciones se inducen en la viga, esto se debe al posible aumento de la
deflexion. ElI método recomendado es menos complejo que otros métodos energéticos, ya
que el esfuerzo computacional se reduce a la mitad. En tal sentido, esta formulacion puede
utilizarse para el estudio de vibraciones forzadas de estructuras flexibles a cortantes distintos
en vigas Timoshenko con distintas condiciones de contorno. De tal forma, el método de
campo de desplazamiento acoplado se puede adaptar adecuadamente a otros problemas

complejos.

PALABRAS CLAVES: Campo de desplazamiento acoplado, vibracion forzada no

lineal, vigas Timoshenko, superposicion de modos, Método de Newmark.
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ABSTRACT

The present investigation proposes the performance evaluation of the coupled
displacement field method for the analysis of beams in modular constructions with different
boundary conditions. The expressions for the transverse displacement were derived using an
allowable function of total rotation. The function was obtained using the finite-element
approximation method based on undetermined coefficients. Thus, we make use of the
principle of conservation of energy that will allow us to derive the equations of motion. The
Newmark method and mode superposition technique were then used to solve the obtained
equations. The results showed that the method used was suitable in applications that require
the analysis of high-slenderness beams. In this method, strong vibrations were induced in
the beam owing to its greater flexibility. The recommended method is less complex than
other energy methods because the computational effort is halved. Therefore, this formulation
can be applied to conduct the forced vibration of flexible structural members under various
shears using Timoshenko beam models under various boundary conditions. Thus, the
coupled displacement field method can be used to derive appropriate solutions to other

complex problems.

KEYWORDS: Displacement-coupled field method, Timoshenko beams, nonlinear

forced vibration, Newmark method, mode superposition method.
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CAPITULO I: INTRODUCCION

1.1. Realidad Problematica

La recuperacion de la industria manufacturera dentro y posterior a la pandemia del
COVID-19 es primordial teniendo en cuenta su impacto desde la perspectiva de la cadena
de suministro (Cai & Luo, 2020). Por ejemplo, la industria de la construccion se ha visto
significativamente afectada por la pandemia de COVID-19, enfrentandose al desafio de las
variaciones en sus procesos constructivos como un importante motor de crecimiento de la
economia (Pamidimukkala & Kermanshachi, 2021). Por ejemplo, la construccion modular
es un método sostenible e innovador, ademas de una tendencia importante en arquitectura,

ingenieria y construccién (Hwang & Kim, 2022).

La evaluacion de la vibracion de alta amplitud de las vigas es importante para que
ellas sean rentables, mas livianas y aumenten la su rigidez; como requisitos basicos en las
construcciones modulares. Las vibraciones forzadas en elementos estructurales siempre ha
sido un tema con amplios aportes y constante crecimiento cientifico, especialmente en el
ambito no lineal. La no linealidad geométrica surge de las grandes amplitudes, que producen

efectos de estiramiento, impartiendo asi un efecto de rigidez a la viga.

Cuando tomamos en cuenta el efecto de alargamiento, la respuesta de amplitud de
excitacion estructural se presenta como una funcién de caracter no lineal. Por ejemplo, a
partir de los trabajos de (Woinowsky-Krieger, 1950), se reconocieron las formulaciones para
vibraciones de gran amplitud de manera correcta, estas consideraron el tipo von Karman de
no linealidad involucrada en la relacion de desplazamiento de la deformacién, evaluando la
tension axial, que se desarrolla debido a las grandes deformaciones con extremos axialmente
inamovibles. De la misma forma, (Mei & Decha-Umphai, 1985) utilizaron el método

Galerkin multimodo para estudiar la respuesta de vibracion forzada no lineal de una viga

Azafa Margarito J. 13
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sujetada bajo fuerzas armonicas concentradas. Por otro lado, (Bennett & Eisley, 2012)
estudiaron vibraciones no lineales de vigas bajo fuerzas arménicas concentradas utilizando
formulaciones de elementos finitos. De la misma forma, el enfoque se alinea a lo propuesto
por (Azrar et al., 1999) para el analisis de vibraciones forzadas de vigas con apoyos limite
viscoelasticos. Por otro lado, (Wang & Chou, 1998) emplearon el analisis dindmico no lineal
de la viga Timoshenko basandose en la teoria de la gran deflexion, teniendo en cuenta el

efecto de acoplamiento de la fuerza de movimiento externa con el peso propio de la viga.

Fan et al. (1998) desarrollé un método para responder a problemas de dinamica no
lineal basado en el principio de Hamilton, el analisis espectral, el principio de Lagrange y el
método de equilibrio armonico. EI método presentado muestra una simplificacion del
problema dinamico a un conjunto de ecuaciones algebraicas no lineales dependientes de la
matriz de masa y rigidez clasica del elemento respectivamente. Orhan (2007) plante6 una
sola ecuacién de diferencia que describe las vibraciones libres forzadas en vigas

Timoshenko, aplicando un nuevo método propuesto para describirlas.

Venkateswara Rao et al. (2006) utilizaron el método de campo de desplazamiento
acoplado para obtener los campos de desplazamiento lateral y rotacion total mediante una
ecuacion que abarca las vibraciones libres de gran amplitud de vigas flexibles al
cizallamiento. Asimismo, en (Korabathina & Koppanati, 2016) aplicaron el método de
campo de desplazamiento acoplado para obtener la respuesta de vibracion libre lineal en

vigas Timoshenko de seccion variable.

Posteriormente, se utiliza el método de campo de desplazamiento acoplado para
estudiar la respuesta de vibracion libre en vigas Timoshenko con cimentacién/fundacion

Pasternak, como se muestra en (Korabathina & Koppanati, 2016). Con este método, la

Azafa Margarito J. 14
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respuesta vibratoria libre de gran amplitud de placas rectangulares moderadamente gruesas

simplemente soportadas se ha estudiado en (Krishna Bhaskar & Meera Saheb, 2016).

Kwak (1998) aplica la no linealidad geométrica de von Karman, y la teoria de
deformacion por cizallamiento para definir la respuesta de deformacion acoplada a partir de
ecuaciones de gobierno descritas como un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no
lineales. ElI método de Galerkin es una técnica numérica utilizada para resolver ecuaciones
diferenciales, este método nos permite aplicarlo a sistemas dindmicos diferenciales

ordinarios no lineales acoplados, derivando el modelo constante propuesto de este.

Zargar Ershadi et al. (2022) presentan el andlisis de vibraciones libres no lineales de
una viga Timoshenko rotatoria con una masa en el extremo bajo una fuerza axial, aplicando
la teoria de von Karman y el concepto de desplazamiento acoplado con el objetivo de
estudiar los efectos de rotacidn, la fuerza axial y la masa en el extremo sobre las frecuencias
naturales, las amplitudes de vibracion y las bifurcaciones. Los resultados mostraron que la
rotacion y la fuerza axial aumentan las frecuencias naturales y reducen las amplitudes,
mientras que la masa tiene el efecto contrario. La teoria de von Karman posee gran
porcentaje de intervencion en los resultados de la investigacion, ya que esta considera los
efectos de las deformaciones grandes sobre la geometria y la rigidez de la viga rotatoria,
usando la aproximacion de elementos finitos. De no considerarlo, los resultados serian
inversos e inexactos porque no permitiria capturar el fendmeno lineal que ocurre en las
estructuras delgadas (bifurcaciones, pandeo, resonancias, etc.).

(Kim et al., 2021) aplica las ecuaciones de Lagrange para la obtencién de ecuaciones
de movimiento de elementos de vibracion forzada no lineal. Y se solucionan aplicando el
método IHB (Método de Equilibrio Armonico Incremental). Comparado con el método

convencional de Rayleigh-Ritz, la investigacién demuestra que el método de campo de

Azafa Margarito J. 15
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desplazamiento acoplado reduce el nimero '2n' de coeficientes indeterminados a un numero

'n' de coeficientes indeterminados para la funcion admisible de 'n' términos asumidos.

1.2.  Justificacién

A raiz de la creciente importancia de la sostenibilidad y la construccion novedosa, se
han dedicado considerables esfuerzos de investigacion a los aspectos de ingenieria de la
construccion modular. Con los cambios radicales en el uso del espacio tras el estallido de la
pandemia de COVID-19 a nivel mundial, se ha vuelto crucial reconsiderar el disefio de los
edificios modulares (Hwang & Kim, 2022). Uno de los elementos estructurales basicos
ampliamente utilizados para la construccion modular son las vigas. No obstante, la literatura
existente no aborda de manera integral los requerimientos recientemente surgidos de los
ocupantes y las modificaciones pertinentes relacionadas con los avances de la ingenieria. Por
ejemplo, las fuerzas externas que acttian sobre una viga pueden causar multiples vibraciones.

Y en algunos casos, las vibraciones pueden tener una gran amplitud debido a la no linealidad.
1.3.  Formulacién del problema
1.3.1. Pregunta de investigacion general

¢Cudl es el desempefio de la aplicacion del concepto de campo de
desplazamiento acoplado en el anélisis de vibraciones forzadas en vigas

Timoshenko con masa concentrada en un punto?
1.3.2. Preguntas de investigacion especificas

a. ¢Que funcion admisible de rotacion se puede utilizar para las expresiones
del desplazamiento transversal de la viga Timoshenko?
b. ¢Cdomo se puede resolver las ecuaciones de movimientos que se obtendran

a partir del principio de conservacion de la energia?

Azafa Margarito J. 16
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c. ¢Cudles son las ventajas de aplicar el concepto de campo de

desplazamiento acoplado sobre otros métodos energéticos?
Objetivos
1.4.1. Objetivo general

Aplicar el concepto de campo de desplazamiento acoplado aplicado al
analisis de vibraciones forzadas de vigas en construcciones modulares con

diferentes condiciones de contorno.
1.4.2. Objetivos especificos

a. Determinar una funcion admisible de rotacién total para la viga
Timoshenko mediante el método de aproximacion por elementos finitos
basado en coeficientes indeterminados.

b. Determinar la solucién de las ecuaciones de movimiento obtenidas
usando el Método de Newmark y la técnica de superposicién de modos.

c. Comparar el concepto de campo de desplazamiento acoplado con otros
métodos energéticos en términos de complejidad y esfuerzo

computacional.
Hipotesis
1.5.1. Hipotesis general

El concepto de campo de desplazamiento acoplado es adecuado para
aplicaciones que requieran el andlisis de vigas esbeltas, ya que induce
vibraciones fuertes debido a una mayor flexibilidad y reduce a la mitad el

esfuerzo computacional.

Azafa Margarito J. 17
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1.5.2. Hipotesis especificas

a.

Azafa Margarito J.

La funcion admisible de rotacion total obtenida mediante el método de
aproximacion por elementos finitos basado en coeficientes
indeterminados permite derivar las expresiones de desplazamiento
transversal a lo largo de la viga con mayor precision.

El método de Newmark y la técnica de superposicion de modos son
eficientes para resolver las ecuaciones de movimiento, ya que permiten
obtener soluciones estables y convergentes.

El concepto de campo de desplazamiento acoplado tiene una menor
complejidad y esfuerzo computacional comparado con otros métodos

energéticos, ya que reduce el numero de coeficientes a la mitad.
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CAPITULO Il: METODOLOGIA

2.1. Recopilacion de datos

Para el analisis de resultados se considerd el método de vibraciones forzadas de gran
amplitud en vigas funcionalmente graduadas con participacion de una masa concentrada en
un punto x. La Fig. 1 resume la metodologia empleada mediante un diagrama de flujo para
obtener el andlisis de resultados. En tal forma, inicialmente se consideran las relaciones
cinematicas de la viga funcionalmente graduada basada en la teoria de Timoshenko; y la
obtencion de la ecuacion de acoplamiento aplicando el principio de minimizacion de la
energia potencial. Seguidamente, se asume una funcion admisible para la distribucion de la
rotacion de la viga y la distribucion de desplazamiento transversal. Las ecuaciones se derivan
para cada modo aplicando el método de campo de desplazamiento acoplado dependiendo de

las condiciones de contorno de la viga Timoshenko.

Figura 1

lustracion de secuencia metodoldgica

Estudio de la cinematica de vigas funcionalmente
graduadas, basado en la teoria de vigas de
Timoshenko.

\ 4

Obtencidn de las ecuaciones de acoplamiento del
desplazamiento transversal y rotacion total de la viga
utilizando el principio de minimizacién de energia.

\ 4 \ 4

Viga empotrada -

Viga con voladizo
apoyada

\ 4 \ 4

Asumir una funcién admisible para la rotacion total
de la viga, con la inclusion de un coeficiente
indeterminado a para la ecuacion de acoplamiento.

1
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Derivar la expresion de campo de desplazamiento
acoplado para la deformacion transversal, para la
ecuacion de acoplamiento.

\ 4

Reemplazar las ecuaciones obtenidas de las vigas
funcionalmente graduadas en las expresiones de
energia y trabajo en funcidn al coeficiente
indeterminado a para n modos.

Derivar las expresiones obtenidas utilizando el
Principio de Conservacion de la Energia.

\ 4

Estudiar el comportamiento vibratorio de las vigas
funcionalmente graduadas, modelando las
expresiones obtenidas con el método de Newmark y
superposicion de modos.

Utilizando las expresiones obtenidas por el método de desplazamiento de campo
acoplado, se estudia la respuesta de vibracion forzada como la energia cinética y
deformacion para cada modo de la viga Timoshenko. De la misma forma, se considera el
trabajo realizado por la tensién y sus fuerzas externas actuantes. En tal sentido, las
ecuaciones de movimiento vibratorio de la viga se derivan a partir del principio de

conservacion de la energia total.

Finalmente, la ecuacion de que describe el movimiento vibratorio forzado debido a
una fuerza armonica de excitacion se resuelve utilizando el método de Newmark para
encontrar los coeficientes indeterminados en el desplazamiento transversal y rotacional de
la viga en n modos. Ademas, se utiliza el método de superposicion de modo, sumandose los
valores en cada uno de ellos para obtener las respuestas dinamicas en una ubicacion

especifica del desplazamiento transversal y la rotacion total de la viga.
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2.2. Poblacion y muestra

La eleccion de una viga Timoshenko funcionalmente graduada se justifica por su
capacidad para modelar con precision el comportamiento vibratorio de estructuras
complejas. A diferencia de las vigas clasicas, la teoria de Timoshenko considera tanto la
deformacion por corte como la inercia rotatoria, lo que la hace adecuada para describir el

comportamiento de vigas cortas.

Ademas, su aplicacion en la construccién modular permite abordar las vibraciones
fuertes inducidas por la flexibilidad inherente a estas estructuras. Lo que lo convierte en una

eleccion solida para un analisis avanzado de vibraciones.

2.3. Campo de desplazamientos
La cinematica de una viga funcionalmente graduada, basada en la teoria de la viga

de (Timoshenko et al., 1934) y se puede describir como (Fig. 2):
d d
u(x, z) =29(x)=z<—w+d>)=z<—w+0) 1)
dx dx

w(x,z) = w(x) (2)

Donde u y w son los desplazamientos axiales y transversales en un punto x de la
viga, respectivamente; z es la distancia desde el eje neutro; w es el desplazamiento

transversal; 8 es la rotacion total en cualquier punto del eje de la viga; @ es la rotacion de
., , . . d .y
flexién basada en la teoria de Euler-Bernoulli; Finalmente, d—‘: es la deformacion por

cizallamiento.
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Figura 2
Cinematica de flexion de la teoria de vigas Timoshenko

comparada con la teoria de vigas de Euler-Bernoulli
YA

Euler-Bernoulli
TIMOSHENKO

><VV
<

Nota: Adaptado de (Timoshenko et al., 1934).

2.4. Campo de deformaciones
Para las deformaciones normales y angulares siguiendo el sistema de coordenadas,
se sigue el trabajo de (Venkateswara Rao et al., 2006), como se muestra en la Fig. 2 y las

Ecuaciones (3) y (4).

du de
= — (= (3)
A (dx)
dw du dw
_rL (2 (4)
Vez =y + dx (dx + 0)

Donde w es el desplazamiento transversal, z es la distancia desde el eje neutro, 8 es
la rotacidn total en cualquier punto del eje de la viga, €, es la deformacion axial que es la
derivada del desplazamiento axial, y y,, €s la deformacion por cizallamiento que viene a ser
la suma de las derivadas del desplazamiento axial y transversal, estas expresiones son

necesarias para determinar la energia de deformacion U

2.5. Ecuaciones de equilibrio

Se plantean las expresiones para la energia de deformacion U de la viga

funcionalmente graduada y el trabajo realizado por la carga W que actla sobre la masa a una
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distancia x, estan dados por las Ecuaciones (5) y (6), tal y como se presenta en

(Venkateswara Rao et al., 2006):

EI (L /do\? kGA (L /dw 2 5
U=— (—) dx + —— (—+9> dx ()
2 J, \dx 2 J, \dx
L
W, = f P(x)w(x) dx (6)
0

Donde, L es la longitud de la viga, 6 es la rotacién total en cualquier punto del eje de
la viga, w es el desplazamiento transversal, E es el modulo de elasticidad de la viga, I es la
inercia de laviga, k es el factor de correccion de cizallamiento, G el modulo de cizallamiento,

A esel area de la vigay P(x) la carga actuante en la viga que provoca la vibracién forzada.

Aplicamos el principio de minimizacion de la energia potencial total, este afirma que
el desplazamiento y la rotacion de una viga funcionalmente graduada en equilibro son los
que hacen que la energia potencial U total de la estructura sea minima, esto nos sirve para
simplificar el analisis, ya que evita tener que aplicar las ecuaciones de equilibrio y
compatibilidad en cada punto de la viga. La Ecuacion 7 describe el principio, como se

muestra en (Korabathina & Koppanati, 2016).

SU-W)=0 (7)

Donde, U es la energia de deformacion, W la carga actuante, y § la variable de

desplazamiento rotacional y transversal.

A continuacion, se presentan las ecuaciones de equilibrio mediante las Ecuaciones

(8) y (9), obtenidas de (Venkateswara Rao et al., 1976).
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koa (Y 1 98) 1 p oo ®)
dx? = dx B
d29 dW (9)
El—dx2 — kGA (E + 9) =0

Estas ecuaciones de equilibrio son acopladas y pueden resolverse para la solucion a
un andlisis estatico en vigas deformables por cizallamiento. También, se nota que solo la
Ecuacidn (9) no interviene la carga P. Por lo tanto, se emplea la Ecuacion (9) para relacionar
el desplazamiento transversal con la rotacion de la viga Timoshenko, ya que considera el
acoplamiento de la rotacion total 8 y desplazamiento transversal w de la viga que reduce el
analisis de vibraciones de dos variables a una sola, que se conoce como el método de campo

de desplazamiento acoplado como se explica en la siguiente seccion.

2.6. Método de campo de desplazamiento acoplado

En el método de campo de desplazamiento acoplado se asume una funcidn admisible
que describe la rotacion total 6 de la viga que satisface las condiciones de contorno, como
se muestran en las Fig. 3 y 4. Para ello, utilizaremos el método de coeficientes
indeterminados (residuos ponderados) que consiste en determinar la solucion u de las
ecuaciones diferenciales L(u) = f con las condiciones de contorno B;(u) = 0. Luego,
aproximamos la funcién como la suma de un conjunto de funciones N; multiplicadas por

coeficientes inicialmente indeterminados a;

u=i= Z a;N;(x,y ...) (10)

Se puede determinar el valor de a por multiples criterios, que hacen minimo el error
en un cierto sentido. La calidad de los resultados dependera de las funciones de aproximacion

empleadas.
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Ejemplo:

Para una viga simplemente apoyada consideramos las condiciones de contorno:
v(0)=v(L)=0 A vV'(0)=v"(L)=0

Obtenemos:

X 2mx 3nx
v~ D = a;sen (T) + azsen (T) + azsen (T) (11)

La funcién N; = sen (”L—x) es muy similar a la solucién correcta; a menor escala,
3 -/ . -, - . -,
N; = sen (?) también contribuye a la solucion. Sin embargo, la inclusién de N, =

2mx - s
sen (T) que es ortogonal a la solucion exacta, no es adecuada.

El éxito de este método en su forma clasica depende de las funciones de
aproximacion planteadas. Por ello, su aplicacién que se encuentra en la literatura esta
limitada a ejemplos académicos con geometria, propiedades de los materiales y condiciones

de contorno (Scaletti, 2023).

2.6.1. Funcion admisible de rotacion - Caso viga con voladizo
Figura 3
Viga con voladizo con carga armonica sobre la masa

ubicada en el extremo.

z Fy sen(wt)
7
X
L=
L y
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De la misma forma, la distribucion total de la rotacion 6 a lo largo de la viga
simplemente apoyada se asume segun la Ecuacion (12). Esta funcion se propone teniendo
en cuenta las condiciones de borde de la viga y utilizando métodos y técnicas de parametros
indeterminados y elementos finitos, siguiendo el planteamiento de (Venkateswara Rao et al.,

1976).

4m 4mx
0 = a--sen—— (12)

Donde a es la amplitud transversal maxima no dimensional de la viga, y L la longitud
de la viga. Sustituyendo la funcién 6 en la Ecuacién (9), se obtiene el campo de
desplazamiento acoplado transversal w. De la misma forma, la integracion da lugar a la
Ecuacion (13) que se muestra a continuacion, existe concordancia conforme a las constantes
E (el modulo de elasticidad de la viga), I (inercia de la viga), k (factor de correccion de
cizallamiento), G el (modulo de cizallamiento) y A (area de la viga) con el planteamiento de
(Austin & Pan, 1970), lo que nos indica que las funciones de rotacion asumidas con

correctas.

w = ay; (13)

Donde:

El 2ma senLLLﬂ 16nzcos4Lﬂ

= X
X1 =64 L + 12

(14)
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2.6.2. Funcion admisible de rotacion - Caso viga empotrada — apoyada
Figura 4
Viga empotrada — apoyada con carga arménica sobre la masa

ubicada en el centro de luz.

7
| ™

Cd

La distribucion total de la rotacién 6 a lo largo de la viga doblemente empotrada se
muestra en la Ecuacion (15). Esta funcion se propone teniendo en cuenta las condiciones de
borde de la viga y utilizando métodos y técnicas de pardmetros indeterminados y elementos

finitos siguiendo el planteamiento de (Venkateswara Rao et al., 1976).

41 Atx 271 27X
= ql|—¢jip—— + — -/ (15)
0=a I sin I + I coS i

Donde a es la amplitud transversal maxima no dimensional de la viga, y L la longitud
total de la viga. Sustituyendo la funcion 6 en la Ecuacion (9). obtenemos el campo de
desplazamiento acoplado transversal w, después de la integracion se obtiene la Ecuacion
(16), existe concordancia conforme a las constantes E (el modulo de elasticidad de la viga),
I (inercia de la viga), k (factor de correccion de cizallamiento), G el (modulo de
cizallamiento) y A (area de la viga) con el planteamiento de (Austin & Pan, 1970), lo que

nos indica que las funciones de rotacion asumidas con correctas.

W =ax, (16)

Donde:
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El |4an senm + 4nzsenzix 1672 cos4Lx - 4nzsenzix
L L + L L (17)
kGA 2L L2

X2 =

2.7. Principio de conservacion de la energia

Conforme se avanza en la obtencion de la expresion de campo acoplado para el
desplazamiento transversal w para una funcion admisible 8, las vibraciones forzadas se
pueden estudiar aplicando el principio de conservacion de la energia en cualquier instante
del tiempo, con amortiguamiento despreciable. El principio de conservacién de la energia
total en cualquier instante del tiempo se establece mediante la Ecuacion (18), como se

muestra en (Venkateswara Rao et al., 1976).

U+T+ W; = Constante (18)

Donde W, es el trabajo realizado por la tensién que genera la viga debido a
deformaciones grandes por la masa concentrada, T es la energia cinética, y U es la energia
de deformacion. Estas expresiones estan dadas en las Ecuaciones (19), (20) y (21), segun se

presenta en (Venkateswara Rao et al., 1976).

EI (% (do\* — kGA [“rdw =~ \? 19
0=E () e A (2 ) (19)
2 J, \dx 2 J, \dx

A (Lt I (k. Mw?
T=p—f v'vzdx+p—f 02dx + L, (20)
2 Jg 2 Jo X =3
Ta L1 sz (21)
Wl‘?fo 2(a) @
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Donde M es el valor numérico de la masa concentrada, L es la longitud de la viga, 8
es la rotacion total en cualquier punto del eje de la viga, w es el desplazamiento transversal,
p es la densidad de masa, E (el modulo de elasticidad de la viga), I (inercia de la viga), k
(factor de correccion de cizallamiento), G el (mddulo de cizallamiento), A (area de la viga)
y T, es la tension desarrollada en la viga debido a la deformacion que causa la masa
concentrada. La expresion T, se obtiene de Woinowsky-Krieger en la Ecuacion (22) como

se detalla en (Woinowsky-Krieger, 1950).

El (X /dw\*
_ aw (22)
Ta 2erjo (dx) dx

Donde L es la longitud de la viga, r es el radio de giro, E (el médulo de elasticidad
de la viga), I (inercia de la viga) y w es el desplazamiento transversal; de la misma forma,
la expresion T, se deriva considerando el tipo de no linealidad de von Karman para que se

considere el efecto de grandes deformaciones en la viga.

2.7.1. Caso viga con voladizo

Sustituyendo las expresiones asumidas de 8 y w de las Ecuaciones (12) y (13) en las
Ecuaciones (19), (20) y (21), las expresiones para U, T 'y W; estan dados por las Ecuaciones
(23), (24) y (25), siguiendo el proceso de formulacion presentado en (Venkateswara Rao et

al., 1976).

LEIL 2m\* 16m\% EI
_ 22 (22 ) = (23)
U=at 2(L)I1+(L)kGA'

r= dzmTL{[ % 2 kiil] [1 * _Sen 2)] +%(%)2}' &4
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S EIL (1671)4 (16n>3+<2n>2 el 1 (25)
1= @352\ L L) kGA

Donde M es el valor numérico de la masa concentrada, m es el valor numérico de la
masa de la viga por unidad de longitud, L es la longitud de la viga, 6 es la rotacion total en
cualquier punto del eje de la viga, w es el desplazamiento transversal, p es la densidad de
masa, E (el modulo de elasticidad de la viga), I (inercia de la viga), k (factor de correccion
de cizallamiento), G el (modulo de cizallamiento), A (&rea de la viga), r es el radio de giro,

a es la amplitud transversal maxima no dimensional de la viga, y n es el nimero de modos.

Estas expresiones se sustituyen en la Ecuacion (18) y simplificando, obtenemos la
siguiente ecuacion de balance energético conformado por U que es la energia de

deformacion, T la energia cinética 'y W; el trabajo realizado:

P,a% +P,a® + Pia* = Constante (26)
v @ e @) @
b= ) [ () ]
= o (o () + ) ]
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Donde M es el valor numérico de la masa concentrada, m es el valor numérico de la
masa de la viga por unidad de longitud, L es la longitud de la viga, 6 es la rotacion total en
cualquier punto del eje de la viga, w es el desplazamiento transversal, p es la densidad de
masa, E (el modulo de elasticidad de la viga), I (inercia de la viga), k (factor de correccion
de cizallamiento), G el (modulo de cizallamiento), A (area de la viga), r es el radio de giro,

y 1 es el nUmero de modos.

2.7.2. Caso viga empotrada — apoyada

Sustituyendo las expresiones asumidas de 6 y w de las Ecuaciones (15) y (16) en las
Ecuaciones (19), (20) y (21), las expresiones para U, T 'y W; estan dados por las Ecuaciones
(30), (31) y (32), siguiendo el proceso de formulacion presentado en (Venkateswara Rao et

al., 1976).

EIL /2m\* 8m\? EI
_ 2 i omy Ef (30)
U=a 2<L)I1+<B)k&4’

., mL 16m\*> EI |[/16m\ 4M (l6m I 4Anm® (31)
T:a_g_1+(L2>MM[(E>+;E%H(LZM+Aﬂ<ﬂ) '

Iy (16n)4 (4n>24_(4n>3 Bl 32)
V%2 \ 12 ) \12) T\1Z) kA

Donde M es el valor numérico de la masa concentrada, m es el valor numérico de la
masa de la viga por unidad de longitud, L es la longitud de la viga, 6 es la rotacién total en
cualquier punto del eje de la viga, w es el desplazamiento transversal, p es la densidad de

masa, E (el mddulo de elasticidad de la viga), I (inercia de la viga), k (factor de correccion
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de cizallamiento), G el (modulo de cizallamiento), A (area de la viga), r es el radio de giro,

a es la amplitud transversal maxima no dimensional de la viga, y n es el nUmero de modos.

Estas expresiones se sustituyen en la Ecuacion (18) y simplificando, obtenemos la
siguiente ecuacion de balance energético conformado por U que es la energia de

deformacion, T la energia cinéticay W; el trabajo realizado:

p.a% + ¢p,a® + ¢pza* = Constante (33)
Donde:
mL 16m\* EI |[/16m\ 4M 16m I 4nm\®
=— —sen? (34)
P1=3 {[1+( 12 ) kGAl [( 12 )J’mLSerl ( 2 )]+Ar2<2L> }
EIL /2m\* 8m\> EI

= (2= ) = (35)

P2=5 (L) [1+(L2> kGAl'

4 2 3 2
B L i G (36)
48r2\ I2 12 12) kGA

Donde M es el valor numérico de la masa concentrada, m es el valor numérico de la
masa de la viga por unidad de longitud, L es la longitud de la viga, 6 es la rotacion total en
cualquier punto del eje de la viga, w es el desplazamiento transversal, p es la densidad de
masa, E (el modulo de elasticidad de la viga), I (inercia de la viga), k (factor de correccion
de cizallamiento), G el (m6dulo de cizallamiento), A (area de la viga), r es el radio de giro,

y 1 es el nUmero de modos.
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2.8. Vibraciones forzadas

En esta seccion, se establece las condiciones de borde y propiedades para respuesta
de vibracion forzada de las vigas Timoshenko. El principio de conservacién de la energia
para n modos, bajo la influencia de la distribucién dinamica de la fuerza transversal f(x,t)

lo podemos modelar como:

L
U+T+W, =W, = f flx,t)w(x, t)dx (37)
0

Donde f(x,t) es la fuerza transversal dindmica concentrada sobre la viga, ubicada
en x = x;. La fuerza armonica F(t) = F, sen(wt) que acuta en x = x, se puede modelar
como una fuerza distribuida con la popular funcion delta de Dirac 6(x) que es una
descripcion matematica de la carga concentrada que se desplaza, presentado en

(Venkateswara Rao et al., 1976):

f(x, ) = Fy sen(wt) §(x — x) (38)

Donde F, es el valor madximo de la fuerza, w es la frecuencia de excitacion, t es el
tiempo, x es la variable de la posicion de la fuerza actuante, x; es el valor numérico de la

ubicacion de la fuerza actuante.

Sustituyendo las expresiones de energia de deformacion, energia cinética y trabajo
realizado por tension desarrollada debido a la masa (U, T y W;), obtenemos las siguientes

expresiones:
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2.8.1. Vibraciones forzadas en viga con voladizo
L
P10® +pa® +hsat = f f G, Hw(x, t)dx (39)
0

Donde, ¥4, ¥, ¥ Y5 son las variables definidas en las Ecuaciones (27) (28) y (29); L
es la longitud de la viga, a es la amplitud transversal méxima no dimensional de la viga,
f(x,t) es la fuerza transversal dindmica concentrada que actua sobre la viga, w(x, t) es el
desplazamiento transversal. Aplicando una diferenciacidn respecto al tiempo, obtenemos la
siguiente expresion de la fuerza generalizada para cada modo es similar a la expresion de

fuerza generalizada presentada en (Venkateswara Rao et al., 1976):

L
21 + 2ppa + dsal = j £ 2, (X)dx (40)
0

Donde, ¥4, ¥, Y Y5 son las variables definidas en las Ecuaciones (27) (28) y (29); L es
la longitud de la viga, a es la amplitud transversal méxima no dimensional de la viga, f (x, t)
es la fuerza transversal dindmica concentrada que actla sobre la viga, y;(x) es el

desplazamiento transversal.

2.8.2. Vibraciones forzadas en viga empotrada — apoyada:
L
¢a% + p,a® + Ppza* = f flx, )w(x, t)dx (41)
0

Donde, ¢, ¢, Y ¢ son las variables definidas en las Ecuaciones (34) (35) y (36): L
es la longitud de la viga, a es la amplitud transversal méxima no dimensional de la viga,
f(x,t) es la fuerza transversal dindmica concentrada que actua sobre la viga, w(x, t) es el
desplazamiento transversal. Aplicando una diferenciacién respecto al tiempo, obtenemos la

siguiente expresion presentada en (Venkateswara Rao et al., 1976):
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L
20,6 + 2¢,a + 4¢za® = f F(x, )y, (x)dx (42)
0

Donde, ¢4, ¢, Y ¢ son las variables definidas en las Ecuaciones (34) (35) y (36); L es
la longitud de la viga, a es laamplitud transversal maxima no dimensional de la viga, f (x, t)
es la fuerza transversal dinamica concentrada que actla sobre la viga, y,(x) es el

desplazamiento transversal.

En las Ecuaciones (41) y (42), la expresion de fuerza generalizada para cada modo
es la misma que la fuerza generalizada correspondiente a n modos proporcionada en
(Venkateswara Rao et al., 2006). Aqui x; , se le da los valores de las Ecuaciones (14) y (17)
respectivamente y sustituyendo la expresion f(x,t) con el uso de las propiedades de la
funcién delta de Dirac, se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento para cada la
viga con voladizo, y la viga empotrada — apoyada respectivamente bajo las condiciones de

carga forzada:
2y, d + 2¢,a + 4pza® = Fysen(wt) x (xf) (43)
2¢1d + 2¢,a + 4¢za® = Fy sen(wt) x,(x5) (44)

Donde, ¥4, ¥, y Y5 son las variables definidas en las Ecuaciones (27) (28) y (29);
b1, P, Y @3 son las variables definidas en las Ecuaciones (34) (35) y (36); L es la longitud
de la viga, a es la amplitud transversal maxima no dimensional de la viga, f(x,t) es la
fuerza transversal dindmica concentrada que actda sobre la viga, F, es el valor maximo de
la fuerza, w es la frecuencia de excitacion, t es el tiempo, y; ,(x) son los desplazamientos

transversales, y x; es el valor numérico de la ubicacion de la fuerza actuante.
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Estas ecuaciones de movimiento se resuelven para los coeficientes indeterminados a
para todos los modos n = 1,2,3, ..., Nmax €N cada paso de tiempo (A, = 0.001 seg) deOal
segundo utilizando método de Newmark (Newmark, 1959). 1,4, Se elige a base de que la
solucidén converja al grado de precision deseado. Utilizando el método de superposicion de
modos, las soluciones de ambas ecuaciones de movimiento en cada modo se sustituyen en
la expresion de superposicion para la obtencién de la respuesta dindmica para el
desplazamiento transversal w y la rotacion total 6 respectivamente en un tiempo t, y a una
distancia x,. Entonces, siguiendo los criterios (t = t, Yy x = x,) basados en el principio de
la técnica de superposicion, se dan las siguientes expresiones para ambos tipos de vigas

Timoshenko:

W(XOI to) = z:=1an (tO)Xn(XO) (45)
0o to) = ) ay(t0)6y (x0) (46)
-

Donde, w(x,,t,) es el desplazamiento transversal total de la viga en una
ubicacion especifica, 8 (x,, t,) s la rotacion total de la viga en una ubicacion especifica, x,
es la posicion inicial, t, el valor inicial del tiempo, n es el nimero de modos, a, son los
coeficientes indeterminados, y, es el desplazamiento transversal, y ¢, es la funcion N,, de

la funcién admisible de rotacion para cada caso de viga explicada en las Ecuaciones (10) y

(11).
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CAPITULO IlI: RESULTADOS

En esta seccion, se discuten los resultados obtenidos de la presente formulacién
basada en el método de campo de desplazamiento acoplado. En primer lugar, se determino
la respuesta de desplazamiento de la vibracion forzada sobre las vigas Timoshenko de
longitud L = 4.352 m, area de la seccion transversal A = 1.31 x 1073 m?, momento de
inercia 1 = 5.71 X 1077 m*, modulo de elasticidad E = 2.02 x 10! N/m?, mddulo de
cizallamiento G = 7.7 x 101° N/m?, densidad de masa p = 15,267 kg/m3 y factor de
correccion de cizallamiento k = 0.7 que se somete a una carga puntual transversal de F, =

1 N que se desplaza a una velocidad Vy = 27.395m/sent = 0.5T,.

Se ha desarrollado un cdédigo en el lenguaje de programacion MATLAB para llevar
a cabo el andlisis de vibraciones forzadas en ambos casos de vigas Timoshenko con distintas
condiciones de contorno a partir de las Ecuaciones (45) y (46), cuyos resultados se muestran

en las Figuras 5y 6 respectivamente.

Figura 5
Distribucién de deformaciones de la viga con voladizo a lo largo de su
longitud cuando se somete a una carga puntual transversal Fy = 1 N

moviéndose a una velocidad V, = 27.395m/sent = 0.5T,.

0

-15 1

-20 1 Austin et al. [18]

-25 T T T T

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
x/L

Desplazamientos Maximos (x 10~ mm)
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Donde T, es el tiempo requerido por la carga en movimiento para viajar desde un
extremo de la viga hasta el otro extremo, se determina utilizando la presente formulacion
basada en el método del campo de desplazamiento acoplado (CDA) y se valida con los

resultados de Austin et al. (1970).

En laFigura5, se puede observar la distribucion de los desplazamientos transversales
de la viga en voladizo de la Figura 3 cuando esta se somete a una cargaarmonicade f(x,t) =
250 sen(50t) en el extremo libre x/L = 1.0. La deformacién parece ser lineal, esto
demuestra que la distribucion de deformaciones comienza en t = 0 porque los modos de
velocidades generadas por la carga armonica generadas en un punto x/L = 0.5 pueden
alcanzar inmediatamente el punto de medida x/L = 0.25. Parece evidente el aumento de la
amplitud de vibracion incrementa considerablemente, pero es mas pronunciado en el

extremo que en la ubicacion del empotramiento.

Validamos que los resultados obtenidos a partir de la presente formulacion muestran
una buena coincidencia con los resultados publicados en Austin et al. (1970), lo que significa
que para las repuestas dinamicas a largo plazo (vibraciones) debidas a cargas arménicas

pueden predecirse bien definiendo solo la velocidad de las cargas en movimiento.

Esto confirma la precision del codigo MATLAB desarrollado para el anélisis no lineal
de la viga, y de la aplicacion del método de coeficientes indeterminados, el método de
Newmark, y el método de superposicion de modos para la resolucion de las ecuaciones de
movimiento presentadas en las Ecuaciones (45) y (46) en la presente formulacion para
determinar la respuesta dindmica en las vigas Timoshenko con condiciones de borde
distintas, y con vibracion forzada debido a una carga armonica aplicada en la masa que se

encuentra a lo largo de sus longitudes.
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Figura 6

Distribucion de deformaciones de la viga empotrada — apoyada a lo
largo de su longitud cuando se somete a una carga puntual transversal

Fy, = 1 N moviéndose a una velocidad V; = 27.395m/sent = 0.5T,.
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Donde T, es el tiempo requerido por la carga en movimiento para viajar desde un
extremo de la viga hasta el otro extremo, se determina utilizando la presente formulacion
basada en el método del campo de desplazamiento acoplado (CDA) y se valida con los

resultados de Austin et al. (1970).

En la Figura 6, se puede observar la distribucion de los desplazamientos transversales
de la viga en empotrada — apoyada de la Figura 4 cuando esta se somete a una carga arménica
de f(x,t) = 250 sen(50t) en el centro de la viga x/L = 0.5. La deformada nos muestra
como debido al apoyo en x/L = 1.0, la viga sufre una deformacion plastica maxima en
x/L = 0.6, alejado de la posicion de carga armonica y la masa, lo cual tiene coincidencia
con la deformada de vigas con estas condiciones de contorno que demuestra el Método de

Singularidad para estos ejemplos en el andlisis lineal estatico de estructuras.
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Validamos que los resultados obtenidos a partir de la presente formulacién muestran

una buena coincidencia con los resultados publicados en Austin et al. (1970), lo que significa

que para las repuestas dinamicas a largo plazo (vibraciones) debidas a cargas armonicas

pueden predecirse bien definiendo solo la velocidad de las cargas en movimiento.

Tabla 1

Desplazamientos Méaximos (mm) Lineales y No Lineales para Viga con Voladizo con

Distintas Relaciones de Esbeltez para Distintas Magnitudes de Carga

Magnitud de carga armonica (N)

item
200 - 400 600 - 800 1000
(] LINEAL NO LINEAL LINEAL NO LINEAL LINEAL
3.6465 3.6653 3.5596 3.6968 5.3569
10 3.7831 3.7942 3.8354 3.9874 6.7541
3.9197 3.9231 41112 4.2780 8.1513
2 14.0563 14.0520 14.3870 14.5686 19.5485
24.1929 24.1809 24.6628 24.8592 30.9457
%0 34.3295 34.3098 34.9386 35.1498 42.3429
44.4661 44.4387 45.2144 45.4404 53.7401
* 54.6027 54.5676 55.4902 55.7310 65.1373
64.7393 64.6965 65.7660 66.0216 76.5345
100 74.8759 74.8254 76.0418 76.3122 87.9317
105.2857 105.2121 106.8692 107.1840 122.1233
200 215.4223 215.3410 217.1450 217.4746 233.5205
325.5589 325.4699 327.4208 327.7652 3449177
30 535.6955 535.5988 537.6966 538.0558 556.3149
666.1053 665.9855 668.5240 668.9276 690.5065
400 706.2419 706.1144 718.7998 739.2182 761.9037

En la tabla 1 se presentan las respuestas de desplazamiento maximo en el centro de

luz, tanto en la regién lineal como en la no lineal, de la viga con voladizo de longitud L =

3m, b = 0,16 m, con distintas relaciones de esbeltez y para distintas magnitudes de las
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cargas armonicas. La grafica nos muestra que el desplazamiento lineal maximo es mayor
que el desplazamiento no lineal maximo, la viga Timoshenko en la region no lineal se
deforma menos que en la region lineal. El analisis de estas respuestas indica que la geometria
de la viga cambia considerablemente segun su longitud y su seccién transversal, por lo tanto,
depende de la relacion de esbeltez 8 de la viga. La diferencia de la respuesta dinamica lineal
y no lineal es mayor en el caso de las vigas con mayor relacion de esbeltez. Se estudia el
efecto de las distintas relaciones de esbeltez para distintas magnitudes de carga armdnica

para comprender el comportamiento preciso de la viga.

Las Figuras 7 y 8 muestran las variaciones de las respuestas lineales y no lineales del
desplazamiento maximo en el volado de la viga con la magnitud de la carga arménica de

longitud L =3 m, b = 0,16 m.

Para la mayor relacion de esbeltez considerada, § = 400, la variacion de la respuesta
de desplazamiento lineal y no lineal en el volado de la viga con la magnitud de la carga

armonica se muestra en la Fig. 7 y 8 respectivamente.

Figura 7

Validacion de desplazamientos lineales maximos para la viga con

voladizo
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La Figura 7 muestra la variacion de la respuesta lineal del desplazamiento para la
viga con voladizo para la mayor relacion de esbeltez considerada. Observamos, que mientras
menor sea la relacion de esbeltez £, mayor es la rigidez de la viga ya que no consideramos
el efecto de la inestabilidad. Caso contrario cuando tenemos una mayor relacion de esbeltez

B la viga tiene una mayor tendencia a deformarse por cargas o esfuerzos axiales.

Figura 8

Validacién de desplazamientos no lineales maximos para la viga con

voladizo.

0.8
~ — - Krishna Bhaskar y Meera Saheb [13]
£ — - CDA. /
E '
2 /
g 04 /
g /
: /
E /
a‘ 0.2 1 /
& 7z

=
_— == =
0 E==7 "
0 200 400 600 800 1000

Carga Armonica (N)

La Figura 8 muestra la variacion de la respuesta no lineal del desplazamiento para la
viga con voladizo para la mayor relacion de esbeltez considerada. Observamos, al igual que
el analisis no lineal de la Figura 7, mientras menor sea la relacion de esbeltez 8, mayor es la
rigidez de la viga ya que no consideramos el efecto de la inestabilidad. Caso contrario cuando
tenemos una mayor relacion de esbeltez 8 la viga tiene una mayor tendencia a deformarse

por cargas o esfuerzos axiales, lo que hace que su desplazamiento aumente de forma

exponencial.
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Tabla 2
Desplazamientos Maximos (mm) Lineales y No Lineales para Viga Empotrada — Apoyada

con Distintas Relaciones de Esbeltez para Distintas Magnitudes de Carga

3 Magnitud de carga armdnica (N)
Item
200 - 400 600 - 800 1000

B LINEAL NO LINEAL LINEAL NO LINEAL LINEAL

9.7621 9.7219 9.8621 9.8892 9.8954

0 10.6354 10.6176 10.6478 10.6647 10.7123
10.8527 10.9863 10.8711 10.8802 10.8967

2 11.1023 11.0591 11.1453 11.1132 11.2645
11.3584 11.4635 11.5576 11.5582 11.6013

%0 11.8400 11.9471 11.9833 11.9571 12.0632
12.2060 12.3396 12.3722 12.3357 12.4596

E 125719 12.7320 12.7610 12.7144 12.8560
12.9379 13.1245 13.1499 13.0930 13.2524

10 13.3038 13.5170 13.5387 13.4717 13.6488
14.4017 14.6944 14.7053 14.6076 14.8380

20 14.7676 15.0869 15.0941 14.9863 15.2344
15.1336 15.4793 15.4830 15.3649 15.6308

30 15.4995 15.8718 15.8718 15.7436 15.0272
15.8655 15.2643 15.2607 15.1222 15.4236

0 15.2314 15.6567 15.6495 15.5009 15.8200

En latabla 2 se presentan las respuestas de desplazamiento maximo tanto en la regién
lineal como en la no lineal, de la viga empotrada — apoyada de longitud L =3 m, b =
0,16 m, con distintas relaciones de esbeltez y para distintas magnitudes de las cargas
armonicas. Observamos en la tabla que el desplazamiento lineal maximo es mayor que el
desplazamiento no lineal maximo con gran diferencia, la viga Timoshenko en la region no

lineal se deforma menos que en la region lineal. El analisis de estas respuestas indica que la
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geometria de la viga cambia considerablemente segun su longitud y su seccidn transversal,

por lo tanto, depende de la relacion de esbeltez § de la viga.

El comportamiento no lineal de la viga empotrada — apoyada se observa en las
relaciones de esbeltez mas altas en comparacion con la viga con voladizo. Esto se debe a
que, debido a sus apoyos, que detienen todos los grados de libertad, esta se vuelve mas rigida

en comparacion con la viga con voladizo.

Para la mayor relacion de esbeltez considerada, § = 400, la variacion de la respuesta
de desplazamiento lineal y no lineal en centro de la viga con la magnitud de la carga armonica

se muestra en la Fig. 8 y 9 respectivamente.

Figura 9
Validacion de desplazamientos lineales méximos para la viga

empotrada — apoyada
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La Figura 9 muestra la comparacion de los desplazamientos lineales con la magnitud
de carga armonica para L = 3 m, b = 0,16 m. Observamos que, en el rango de 220 Ny 610
N los desplazamientos se reducen, pero luego desde la magnitud 620 N los desplazamientos
aumentan de forma muy pronunciada. Esto se debe a la consideracion de la relacion de

esbeltez 8 en el rango de carga mencionado se reduce debido a las condiciones de contorno
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de la viga, se desplaza el punto de la masa hacia abajo, luego, gracias al apoyo en x = 3 m

los desplazamientos se reducen y finalmente el restante es la deformada de la viga.

Figura 10
Validacion de desplazamientos no lineales maximos para la viga

empotrada — apoyada.
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La Figura 10 muestra la comparacién de los desplazamientos lineales con la
magnitud de carga armonica para L = 3 m, b = 0,16 m. Observamos, al igual que el analisis
no lineal de la Figura 9, en el rango de 200 N y 400 N los desplazamientos se reducen, pero,
desde la magnitud 410 N hasta 800 N la viga sufre una excitacion bastante significativa luego
de que la carga haya pasado la ubicacion de la masa. Esto se debe a la misma ubicacion de
la carga armonica considerando el material y la inercia de la viga, y como esta interviene en

los desplazamientos a partir de una posicion x cercana al apoyo en el otro extremo.

En resumen, en el caso de las vigas de alta esbeltez, como se muestran en las Fig. 9
y 10 respectivamente, la respuesta lineal del desplazamiento en el centro de la viga y en el
extremo de la otra, es mayor que la del caso no lineal (Fig. 10). La flexibilidad de la viga

Timoshenko aumenta a medida que la relacion de esbeltez lo hace.
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A medida que la viga Timoshenko reduce su espesor o base, genera vibraciones de
gran amplitud debido a una mayor flexibilidad, incluso en el caso lineal. Cuando esto pasa,
el alargamiento del plano neutro que se forma genera una resistencia a la deformacion. Asi,
en el caso de las vigas esbeltas, se observa que la respuesta de desplazamiento de la vibracion

forzada lineal es mayor que la respuesta de la vibracion no lineal.
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CAPITULO IV: DISCUSION Y CONCLUSIONES

DISCUSIONES

En el presente trabajo se amplio el novedoso método de campo de desplazamiento
acoplado para estudiar la respuesta de vibracion forzada de vigas de Timoshenko con masa
concentrada en un punto x para las vigas con distintas condiciones de contorno. EI método
de campo de desplazamiento acoplado es empleado para el estudio de vibraciones en vigas
Timoshenko, ya que nos proporciona las ecuaciones de movimiento necesarias que describen
su desplazamiento transversal a partir de una funcion admisible de rotacién asumida desde
las condiciones de borde del elemento, que posee un solo coeficiente indeterminado.

Las respuestas dindmicas de la viga de Timoshenko para las condiciones de vibracién
forzada de contorno presentadas en las Fig. 7 y 9, se determinaron mediante la aplicacién
del método Newmark, para resolver las ecuaciones de movimiento que se obtienen del
principio de conservacion de la energia total deducidas en las Ecuaciones 45 y 46, y mediante
el uso de la técnica de superposicién de modos ampliado en (Prado & Lépez, 2021) para
vigas con diferentes condiciones de contorno.

Para ambas condiciones de borde de las vigas estudiadas, se observa que la respuesta
de desplazamiento no lineal es mayor a la respuesta de desplazamiento lineal para las vigas
cortas (menor relacion de esbeltez (8)) como se presentan en las Fig. 7, 8,9 y 10 y se observa
que la respuesta de desplazamiento lineal es mayor que la respuesta de desplazamiento no
lineal para las vigas esbeltas. En el caso de la viga empotrada — apoyada, debido a sus
condiciones de borde (apoyos), que hacen que la viga sea mas resistente a la deformacion,
la deformacion méxima observada es menor en comparacion con las condiciones limite de
la viga con voladizo como se muestra en la Fig. 10 comparada con la Fig. 8, en el que

observamos que la diferencia de desplazamientos no es tan alta, aunque significativa.
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Este método tiene menos complejidad que otros métodos de energia, ya que los
esfuerzos computacionales se reducen a la mitad en comparacion con el método de Rayleigh-
Ritz como se expone en (Rao Professor, 2007). Esta formulacion también se aplica al estudio
de vibraciones libres en vigas Timoshenko con distintas condiciones de borde flexibles a
cortantes diferentes.

El método de campo de desplazamiento acoplado se encuentra en proceso de
extension a otros problemas complejos como vigas de seccion uniforme FG, vigas conicas
FG, placas, y otros elementos estructurales que cumplan distintas funciones en la
construccion modular.

CONCLUSIONES

El estudio presentado en esta investigacion se basa principalmente en un
procedimiento tedrico apoyado en una comprobacidn de elementos finitos y analisis no lineal
mediante el lenguaje de programacion MATLAB. Teniendo en cuenta el desempefio del
campo de desplazamiento acoplado en el analisis de vigas en construcciones modulares con
fuerza axial, cortante y momento; y puede utilizarse para encontrar una variedad de
parametros (frecuencias, modos, desplazamientos, etc.). La inspeccion cuidadosa de estos
resultados arroja las siguientes conclusiones:

La funcién admisible de rotacion total asumida mediante el método de aproximacién
por elementos finitos basado en coeficientes indeterminados es correcta, debido a que los
resultados de desplazamientos obtenidos poseen una variacién minima comparado a la
literatura; la cercania de los resultados se debe a la precision de la funcion admisible de
rotacion planteada en la investigacion.

El método de Newmark y la técnica de superposicion de modos permitié obtener

soluciones estables y convergentes para las ecuaciones de movimiento, ofreciendo una
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rapida respuesta computacional para la obtencion de los desplazamientos transversales de
las vigas propuestas.

La comparacion de métodos reveld que el campo de desplazamiento acoplado
presenta menor complejidad y esfuerzo computacional en comparacion con otros métodos
energéticos destacando una mayor precision en la prediccion de respuesta dindmica
(vibraciones/desplazamientos), mayor capacidad de analisis (estructuras complejas), y un
modelamiento mas preciso (funcion admisible de rotacion).

Por lo tanto, los resultados muestran que el concepto de campo de desplazamiento
acoplado para el anéalisis de vibraciones forzadas en vigas Timoshenko con masa
concentrada es eficiente, ya que, al poseer tanto resultados coherentes, como aproximacion
con resultados de la literatura mediante otros métodos energeéticos, nos demuestra una mayor
capacidad de prediccion del comportamiento de estructuras tanto simples (viga con voladizo)
como complejas (viga hiperestatica empotrada — apoyada), esto también nos demuestra una
menor sensibilidad a la variacion de los parametros (geometria, material, condiciones de
contorno) como por ejemplo, someter la estructura a un fluido, o a una transferencia de calor.

La investigacién aporta significativamente al conocimiento en el analisis de
vibraciones forzadas, asi como la extensién del método de campo de desplazamiento
acoplado al estudio de vigas de construcciones modulares con diferentes condiciones de
contorno. Se sugiere explorar aplicaciones especificas en la construccion modular y
considerar la adaptacion del concepto a otras estructuras como areas de desarrollo futuro.
RECOMENDACIONES PARA INVESTIGACIONES FUTURAS

Puede considerarse la no linealidad del material en la formulacion de las ecuaciones
de movimiento para ampliar las configuraciones de las vigas.

Las presentes formulaciones pueden ampliarse para el analisis de vibracion libre para

vigas con grandes deformaciones.
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Las vigas estudiadas en la presente investigacion son de seccion uniforme, no

variable. Los elementos pueden modificarse para incorporar secciones variables.
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