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A partir de la representacién de R, como una recta numeérica, los elementos (a, b) € R? se asocian con puntos de un
plano definido por dos rectas perpendiculares que al mismo tiempo definen un sistema de coordenadas rectangulares
donde la interseccén representa al origen de coordenadas (0,0) y cada par ordenado (a, b) se asocia con un punto de
coordenada a en la recta horizontal (eje X) y la coordenada b en la recta vertical (eje Y).

Analégamente, los puntos (a, b, ¢) € R® se asocian con puntos en el espacio tridimensional definido con tres rectas
mutuamente perpendiculares. Estas rectas forman los ejes del sistema de coordenadas rectangulares (ejes X, Y y Z).

Q@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
Y A zA

(a,b)

<Y

Figura 1.1: Punto (a, b)
Figura 1.2: Punto (a, b, c)

Si vemos a R? y R® como “espacios vectoriales” (con la suma y el producto escalar usual), sus elementos son “vectores”
que se pueden representar mediante segmentos de recta dirigidos, o flechas, en el plano XY o en el espacio tridimen-
sional. La direcci6n de la flecha indica la direccién del vector y la longitud de la flecha determina su magnitud.

Notacién. Los vectores se denotardn con letras mintsculas con una flecha arriba tales como ¥, , Z. Los puntos se
denotarédn con letras maytsculas tales como A, B, C. En el contexto de los vectores, los niimeros reales serdn llamados
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Y A
R (ab)
a
(a) Vector ¥ = (a,b) (b) Vector ¥ = (a,b,¢)

escalaresy se denotaran con letras mintsculas cursivas tales como a, §, k.

@ Elvector nulo en R® se denota con 0 = (0,0,0). El punto
(0,0,0) se denota con “O".

@ Los vectores estdn anclados en el origen. Sin embargo, fre-
cuentemente visualizamos un vector como su traslaciéon:
El vector AB estd anclado en el origen pero lo visualiza-
mos como el “vector” que va A hasta B. Formalmente
AB=0B-0A.

@ A veces hablamos del espacio R”. Un vector en el R”
es un n—tuple (x1,x2,---,X,) con cada x; € R. A x; se le
llama componente i—ésima del vector.

Operaciones Bdsicas

Igualdad. Dos vectores son iguales si tienen, en el mismo orden, los mismos componentes.

Definicion 1.1 (Igualdad).

.= —> - — . 4 q
SiV=(v1,1,v3) €R3 yw = (wq, ws, ws) € R3, entonces U = W siysolosi vy =wy, v2=wy, v3=ws.

Vectores, Rectas y Planos. Walter Mora E
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1.1 Operaciones Bdsicas 11

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Sea ¥ =(1,3,4) y W= (3,1,4), entonces U # W.

Suma y resta. La suma y resta de vectores en R” se hace componente a componente.

Definicién 1.2 (Suma y resta).

J—— —
SiV=(v1,v2,v3) ER® y W = (w1, wo, w3) €RS;

—
v

—> - —>
+w=W+w,v2+wyv3+w3) y v-w=(v1—wi,V2— Wz, U3~ W3)

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Sea ¥ =(1,3,4) yw = (3,1,4), entonces U + W = (4,4,8)
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O Q

Sea P=(0,3,1), Q=(1,2,4) y R=(10,1,6). Entonces

OR=0P+PQ+QR. OP p

OR

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

- — .
V- W (traslacion)
q

Sea

—_
v_

=(1,3,4) yw = (3,1,4), entonces

v
W=(-2,20y W-7=(2-2,0).

Considere los puntos A= (0,0,1),B =(3,5,0) y C = (2,0,0). Nos interesa calcular D € R3 tal que A, B,Cy D
sean los vértices de un paralelogramo.

Hay tres soluciones. Supongamos que el paralelogramo tiene lados AB y AC, entonces B— A= D; —C de donde
D, =C+B—- A, eneste caso, D; es el vértice opuesto al vértice A. Las otras dos soluciones son D, =C+A—-By
D3 = A+ B-C. Asi, tenemos los paralelogramos / /ACBD3, / JACDBy [ /AD»CB.
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Multiplicacion por un escalar. Un escalamiento de un vector, por un factor k € R, se logra multiplicando cada com-
ponente por el mismo niimero real k

Definicién 1.3 (Multiplicacién por un escalar).

Consideremos el vector U = (v}, v, v3) € R3 y el escalar k € R, entonces

kT))Z (kvl,kvg,kvg)

O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

@Sea 7 = (1,3,4) entonces F
- 27T
2v = (2,6,8)
1= _ (134
2V = (232) v
0.5
. TreaY

Xe "
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Ejemplo 1.7 (vectores unitarios i, j, y k)
¥

Hay tres vectores unitarios muy usados:
a) 1=(1,0,0)
b.) j=(0,1,0)
c) k=(0,0,1)

Cualquier vectorer de R3 se puede escribir como una combina-
cion lineal de estos tres vectores: X

(a,b,c):ai+bj+cfc

Ejemplo 1.8 (Combinacién lineal de dos o mds vectores)

Sea % = (4,-1,1), 7 = (0,0.5,3) y W = (0,3,0.5).

=

a)u+05v+w = 4,-1,1)+[0.5(0,0.5,3) + (0,3,0.5] 5
.
(4,-1,1) +(0,3.25,2) E:+ 05v +w
= (4,2.25,3) __—:::_._ -
b)U+tT+sw = (4,-1,1)+[t(0,0.5,3)+5(0,3,0.5]

ﬂ/”’
(4,-1,1)+ (0, 35+0.5¢, 0.55+31) A
= (4, —1+35+0.5¢, 1+0.55+31) @ :

1.2 Propiedades de los vectores

Las propiedades mas ttiles de los vectores, segtin lo que ha demostrado la experiencia, se enuncian en el siguiente
teorema,

Vectores, Rectas y Planos. Walter Mora E
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1.3 Producto punto y norma. 15

Teorema 1.1 (Propiedades de los vectores).

Siv, W UeR’ y a, B € R entonces,

1) Conmutatividad: 7+ wW=w+7 5)1

2.) Asociatividad: ¥+ (P +w) = (@ + V) +w 6.) afV =a(fV)

<

3.) Elemento neutro: 7 + 0 = 7) a(V+W)=a¥ +aWw

8) (a+P)V=aV+pV

ol

4) Inversos: v+ -V =

1.3 Producto punto y norma.

El producto punto (o escalar) es una operacién entre vectores que devuelve un escalar. Esta operacién es introducida
para expresar algebraicamente la idea geométrica de magnitud y d&ngulo entre vectores.

Definicion 1.4 (Producto punto o interior).

Consideremos los vectores ¥ = (vy, v, v3) € R® y W = (wy, w2, w3) € R3. El producto punto (o escalar) U - W se

define de la siguiente manera,
- —>
V- wW=v1-w+v-wr+v3-w3eR

Ejemplo 1.9
D
a.) Sean ¥ = (-1,3,4) y W= (1,0,/2) entonces

T-W=-1143-0+4-vV2 = 4v/2-1
b.) Sea & = (a, b, c) entonces

U-U = a®+b*+c?
De aqui se deduce que % - % =0y que % -4 =0 solamente si % = 0.
Propiedades del producto punto. En los célculos que usan el producto punto es frecuente invocar las propiedades

que se enuncian en le teorema que sigue. También, el producto punto se generaliza como el producto interno (en
contraposicioén con el producto exterior). Las propiedades que permanecen en esta generalizacién son,

Vectores, Rectas y Planos. Walter Mora E
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16 Vectores

Teorema 1.2 (Propiedades del producto punto).

Consideremos los vectores 7, W, ¥ € R® y a € R, entonces
—
1) U7-VU>0si U # 0 (el producto punto es definido positivo)
2) V- W=w-

3) U-(V+w)=

Nota: No hay propiedad asociativa pues “¥ - (- @)” no tiene sentido dado que W - es un ntiimero real.

Norma (Euclidiana). La norma define la longitud de un vector desde el punto de vista de la geometria euclideana

Definicién 1.5 (Norma).
Consideremos el vector ¥ = (vy, U2, v3) € R3. Lanorma de 7 se denota || 7| y se define de la siguiente manera,

Pl VU T

— 2, 2 2
= U1+U2+V3

La distancia de A a B se define como d(A, B) =||B — Al|.

Observemos que v-v = ||7|[?

Ejemplo 1.10
D

a) Sea W= (1,0,v2) entonces ||l =1/12+02+ (v2)’ =3

b.) Ladistanciade A= (x,y,z) a B=(1,-3,2) es [|[B—A|| = y/(x— 12+ (y+3)2+ (z—2)2




1.3 Producto punto y norma.

Teorema 1.3 (Propiedades de la norma).

Consideremos los vectores 7, weRs y a € R, entonces,
1) [FI1=0y [|FI=0siysolosi ¥=0
2) lla@l =lalllF]
3.) |7+ W <||7||+ W] (desigualdad triangular)

4) |¥-w| <||7||1W|l (desigualdad de Cauchy-Schwarz)

Ejemplo 1.1
a.) (Vectores unitarios) Sea w = (1,0,2), entonces

w 1 1 | . 5
——||=||l=W||=|==|llw]l=—7=1
llwl] [lwl]

Wl V5
b.) Sea W = (1,0,2) entonces ||-2wW|| =2||W|| =25

Definicion 1.6 (Vector unitario).
Un vector v se dice unitario si sunorma es 1. Es comun escribir ¥ para indicar que este vector es unitario.

. - w ..
@ Observe que si W # 0 entonces —— es unitario.

[|w|

@ Elvector w = (cosf,sin6) es unitario para todo 6 € R, pues ||(cos@,sinf)|| = Vcos20 +sen2 = 1.

Vectores, Rectas y Planos. Walter Mora E
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Angulo entre vectores en R3.

A partir de la Ley de los cosenos podemos establecer una relacién

entre el producto punto, normas y d4ngulos, como se muestra a Z 4\
continuacion.
Ley de los cosenos. Si a, b y ¢ son las longitudes de los lados de HW_ i I
un tridngulo arbitrario, se tiene la relacién ; 2N

w

c?=a?+b* - 2ab cosb
| W
donde 0 es el &ngulo entre los lados de longitud a 'y b. | 0/ Il
X e ~.
Para visualizar esta ley usando vectores, consideremos el tridn- «Y
. - = _ 3

gulo determinado por los vectors v, w € R°, como se muestra
en la figura.
Entonces

- =2 - 2 — 2 - >
v —wllI”=1IvII”+ lw]l” = 2[I V] [|w]|cosO ()

ahora, puesto que

- =2 - o > — - 2 — 2 - —
o -—wll*=(w-w)-(v-w)=||vI°+llwll"-2v- -w

entonces, despejando en (*) obtenemos

V-w=|7Wl cosb

Angulo entre vectores en R". En el caso del R”, si 7, W € R” son vectores no nulos, entonces usando la desigualdad d

Cauchy-Schwarz: |7 -W| < || 7||||W| y la propiedad del valor absoluto |x| < k & —k < x < k para un ntimero k =0,
- —>

v-w

_— <
— > =
vl wl

obtene-mos —||7||||W|| < V- W < ||V|||W]| y entonces —1 <

Se puede garantizar que para U, w € R” vectores no nulos, es posible encontrar un tinico 0 € [0,7] tal que ¥ - W =
- =
[lV]]||w]|| cosf. Formalmente,

Definicién 1.7
Si 7, w € R" son vectores no nulos, el angulo entre v y W es el tnico 6 € [0, 7] tal que

-

- —
—> — — 0 vV-w
v-w=||v]|l||w]| cosh, ie 6=arccos ,

e
olllwll
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—

Notacién: /7, W denota el dngulo entre 7 y w

Como una consecuencia, tenemos una caracterizacion para vectores ortogonales. Recordemos que dos vectores son
ortogonales si al menos uno de ellos es nulo o si el &ngulo entre ellos es /2. Entonces

Teorema 1.4 (Vectores ortogonales).

- —> g . = —>
Los vectores v, w € R" son ortogonales siysélosi v-w =0

-
Nota: El tnico vector ortogonal consigo mismo es el vector 0

Ejemplo 1.12
D

Sean W = (1,0, \/E) y v = (—2,1,\/5) entonces w y 7 son
ortogonales pues wW-Tv=-2+2=0
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Sean W =(2,0,2) y ¥ = (0,2,2) entonces el dngulo entre W y

—~
v es .
9=arccos(§) =n/3; = 7
pues, %
- — - —
0 v-w p ( v-w ) (1) Y
COSU = ————=—- — U =arcCcoS| ————| =arccos| —- T T ”
Holllwl| Iolllwll 2 L &Y

Sean 7 = (1,—-1,0) y w = (1,1,0). Consideremos el problema de encontrar un vector % € R® que cumpla las tres
condiciones siguientes

ULY; |dll=4 vy L ud,w=

Wl

Para resolver el problema, supongamos que U = (x,y,2), ) )
@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
entonces tenemos que

u-v =0 x-y =0
1% = 4 — | Py = 16
BB = ENIBllcos? by = 4VE —— Y
x =y
= 2x2+2z2 = 16
X = V2, ¥

de donde finalmente obtenemos, % = (V2, v2, +2v?2)
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1.5 Paralelismo, perpendicularidad.

Definicién 1.8
v

—_ . .
Dos vectores U, U € R® distintos de cero,

a.) son paralelos si {%,7 =0 o 7, ie U = A7 para algin
AER.

b.) son perpendiculares si £ 4, ¥ = /2. En este caso & - ¥ = 0.

Los cosenos directores de un vector son las componentes de un vector untario.

e
Sea W = OP = (w1, wo, w3), sus cosenos directores son,

1 w2
cosa@ = ——, Cosff=——, COSY=——
Hwl| [w]| wl|

donde a, B, y son los dngulos directores de W
a: angulo entre op y la parte positiva del eje X
B: angulo entre op y la parte positiva del eje Y
¥: dngulo entre op y la parte positiva del eje Z

O Observe que en este caso, si W es unitario, entonces W = (cosa, cos f3, cosy)

1.6 Proyeccion ortogonal

Geométricamente lo que queremos es determinar el vector que se obtiene al proyectar ortogonalmente el vector % # 0
sobre el vector w. Si denotamos a este vector con proyb% entonces, de acuerdo con la figura, se debe cumplir que

Vectores, Rectas y Planos. Walter Mora E
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— - Tt) _ —
— — roy—- =
proy%‘; = tw proy% = tw proys tw
fr—— fr—
—_ —_ —_ —_ — —_ —_ H’/'T[
w-(u—-tw) = 0 w-u—-w-tw = 0 = = ——
w-w
y finalmente,
—_ —_ —
u w-u_,
w o w-w

Definicion 1.9 (Proyeccién ortogonal de 7 sobre w).
Si ¥, weR3 conw #0.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
)
Se llama proyeccién ortogonal de ¥ sobre w al vector

—_— —
v w-v
w llwll

—
w

—

V .
proy_, H -|lwll; si ponemos A =
w

g

v
proy_,
w

Q@ Como v -w =

entonces, el producto puntode v y w es “A veces la
longitud de w”.

—

—_ v —_ —_
@ Alvector v —proy_, sele conoce como “la componente de v ortogonal a w”.
w

_ v
O Si 0 = {VW, entonces |proy_, ” =[|7llcosh
w
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Ejemplo 1.15
~N

Sean U = (5,0, \/Q) y v = (2,1,\/5) entonces

T O w-v_ 12 24 12 12V/2
proy_> = = —>w:_(2)1»\/§): _’_»—\/_
w w-w 7 77 7

w o ow-v_ 12 60  12v2
proy_, = D— U:_(S)OY\/E): _)0»—\/_
v V- 27 27 27

Ejemplo 1.16

Sean v = (3,1,0) y w = (2,2,0). Consideremos el problema de determinar un vector 7 € R3 tal que U = (x, y, x)

u —

y que cumpla las dos condiciones proy_, = - v y U4 L W.
v
Bien,
U = 3x+
proy_ = -7 —26,10 = -610,
W =0 2x+2y = 0.
Resolviendo el sistema, x = -5, y =5, y entonces
U = (-5,5,-5)

Z
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Consideremos un triangulo determinado por los puntos A, B, C € R%. Podemos calcular la altura y el drea de la
siguiente manera,

Sean U =B— A, w = C— A, entonces la alturaes h=||u — proy%‘.; || . Luego, como la base mide |||, entonces
ﬂ
u

— —_ 71
wll IIu—proy%II
2

Area =

Sea A=(2,2,2), B=(1,1,0) y C=(0,2,2). Nos interesa Calcular el punto E en el segmento BC tal que el
segmento AE seala “altura” del tridngulo A ABC sobre este segmento.

® Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

E = B+ proy’,

Sean u = A— B, w = C — B, el punto buscado es
- —
E=B + proy_.

La traslacién es necesaria pues la proyeccion es un vector an-
clado en el origen.
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1.7 Producto Cruz en R?

El producto cruz entre dos vectores en R? es un vector que es simiiltaneamente perpendiculara v y a w.

Definiciéon 1.10

Consideremos los vectores © = (uy, up, u3) € R® y ¥ = (v, 2, v3) € R3. El producto cruz % x U se define de la
siguiente manera,

<

(Upv3 — Ugv2) T— (U1 v3 — uzvy) j+ (U1v2 — upv1)k

(U3 — uzv2) T+ (Ugvy — w1 v3) J+ (Ur1v2 — up)k

O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

La posicion del vector v x w se puede establecer con la “regla de la mano derecha”,

v Xw

Vectores, Rectas y Planos. Walter Mora E
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@ Recordemos que %= (1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1), entonces también podriamos escribir

- -
Uxv = (U3 — Ugl2, U3V] — UIV3, U1V — Up1)

@ Esta féormula se puede calcular como un determinante,

O El producto cruz ¥ x W es un vector que es tanto perpendicular a ¥ como a .

Ejemplo 1.19
) EE—
@Sii=(1,0,0), 7=(0,1,0) y k= (0,0,1); entonces

ixj=k Jxk=1y kxi=j

@Sean U = (5,0,v/2) y V= 2,1, v2) entonces
A n

j k 7
UxV = |5 0 V2| = (-v2,-3V2,5) A\
2 1 V2
i ] k
Uxu = |2 1 V2| = (V2,3V2, -5
5 0 V2

Propiedades del producto cruz. Recordemos que el producto cruz solo lo hemos definido en R3,
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Teorema 1.5 (Propiedades del producto cruz).

Consideremos los vectores ¥, W, 1 € R®y a € R, entonces

—

1) u-(uxv)=0

2) 7-(Uxv)=0

—

3) N xv1>=ul?I 7> - (i -7)* (igualdad d Lagrange)

4) Uxv =—(v xu)
e e 2 - - - —
5) ux(v+w)=uxv+uxw

7) a(UxV)=(@uU)xV =1uUx@v)

x0=0x1=0

=l

8.)

(<o}
=l
X
=l
Il
()

@ Observe que no tenemos una propiedad de asociatividad para el producto cruz.
@ Dela propiedad 9 y la propiedad 7 podemos deducir que si dos vectores son paralelos, el producto cruz es cero
U7 = U=a7v = uUxv=0

Area Consideremos un paralelogramo determinado por dos vectores 7, v € R?, como se ve en la figura de la derecha.
De la igualdad de Lagrange se puede deducir la férmula (de drea): Si 6 es el &ngulo entre estos vectores, el drea del

paralelogramo es,

/
/
/
’
/
/
/

- - 0
_ —_ —_ . _ B B 60
A=llullllvllsind = [lu x v U \ @\\%

’
/

<y
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Volumen. Consideremos un paralelepipedo en el espacio determinado por tres vectores no coplanares u, v, w € R3,
como se ve en la figura. El volumen del paralelepipedo es,

El drea del tridngulo con vértices en P = (1,3,-2), i&
Q=2,1,49y R=(-3,1,6) es V)R
ioj k
J Q<
1 -2 6
P ||%xa?|| -5 0 2 V1140 / y
Area= > = 2 = ) X

El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores % = (1,3,-2), ¥ = (2,1,4), W = (-3,1,6) es
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1 3 -2
V=|w-(Uuxv)|=|Det|] 2 1 4 =80
-3 1 6

Nota: El producto cruz solo existe en R' R y R? ([12]). Con el producto punto tal y como lo hemos definido, si un

“producto cruz” cumple las propiedades del teorema (1.7), solo podria existir en en R!, R3 y R’.

ios [

a.)

b.)

jercic

c.)

E

d.)

e.)

f)

g)

h)

i)

j-)

1.1 Considere los vectores ¥ = (2,3), W= (-2,1) y U = (4,-2).

Hacer la representacion gréfica de estos puntos en el plano XY

-  —

Hacer la representacién graficade ¥ + Wy W— 7 enel plano XY

Calcular || 7], 1@l y | 2]

1 1

Calcular ||[= ||, |- =PIl y || -27]|
2 2

Calcular |7 - @||,||w - U||.

-

Sea § = . Verifique que § es unitario

<y

vl
—

Calcular el 4ngulo entre ¥ y w

> > 2 > > o —-> - q
Sea s=w-vyr=v-1u.;Son sy r perpendiculares?

—

- -
r

Calcule 7 = proyi}, y haga la representacién graficade ¥, W y
w

—

. v .
Verifique que ¥ — 7 =proy_, es perpendicular a w
w
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1.2 Sean A=(2,3), B=(-2,1) y C=(4,-2).

a.) Calcular un punto D tal que ABCD sea una paralelogramo

b.) Calcular la altura del tridngulo ABC sobre el lado CA

c.) Calcular el &rea del tridngulo ABC

d.) Calcular el punto medio M entre Ay B y calcular la distancia d(A, M).
1.3 Sean ¥ =(2,3,1), w=(-2,1,2) y ¥ = (4,-2,0).

a.) Hacer la representacién grafica de estos puntos en el plano XY Z

b.) Hacer la representacion graficade ¥ +wW y W— ¥ enel plano XY Z

c.) Caleular [, 1121l y |7l

d.) Calcular ||%77||, - %7“ y =27

e.) Calcular |7 -w||,||lw - %]l

f) Sea’s = . Verifique que § es unitario

g.) Calcular el 4ngulo entre ¥ y W

—

h) Sea $=wW-VyT7=7-1u.;3S0n ¥y T perpendiculares?

—_
- -
r.

i.) Calcule 7 = proyi y haga la representacién graficade ¥, W y
w

—

j) Verifique que ¥ — proy_:; es perpendicular a W

k.) Calcule ¥ x w y verifique que este “producto cruz” perpendiculara W ya 7.
1.4 Sean A=(2,3,1), B=(-2,1,2) y C=(4,-2,0).

a.) Calcular la altura del tridngulo ABC sobre el lado CA

b.) Calcular el &rea del tridngulo ABC

c.) Calcular un punto D tal que ABCD sea una paralelogramo
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d.) Calcular el drea del paralelogramo ABCD del ejercicio anterior.

e.) Calcular el punto medio M entre Ay B y calcular la distancia d(A, M).

Version més reciente (y actualizaciones) de este libro:

http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/Libros/
http://dl.dropbox.com/u/57684129/revistamatematica/Libros/index.html
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2.1 Rectas en R3.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Consideremos la recta L que pasa por P y por Q. Esta recta

es paralela al vector U = PQ por lo tanto, dado un punto
=(x,),z) € L, se debe cumplir que

PR:tTJ’, osea R—P = t?; teR

de donde L={(x, ,2) € R® : (x,y,2) = OP + t ¥}. Informalmen-
te escribimos L: (x,y,z) =P+ t- V.

Definicién 2.1 (Rectas).

Si L es una recta que pasa por los puntos P = (p1, p2, p3), Q = (41, G2, G3) Y si ¥ = Q — P, entonces
1.) Laecuacién vectorialde Les (x,y,z) =P+ tv, teR

x(f) = pittn
2.) Despejando x, y y z obtenemos las ecuaciones pardmetricasde L: { y(f) = pa+tip
z(t) = p3+tus

3.) Sicada v; #0, despejando "t" obtenemos las ecuaciones simétricas de L:

Vectores, Rectas y Planos. Walter Mora E
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Ejemplo 2.1
D

Consideremos la recta L que pasapor P =(1,3,2) yQ=(2,1,4). L ﬂkz
En este caso U = 1—’6 =Q-P=(1,-2,2),luego
@ Ecuacioén vectorial: (x,y,z) =(1,3,2) + £(1,-2,2) Q
@ Ecuaciones pardametricas:
R
x(f) = 1+t 4
y(t) = 3-2t, P
z(t) = 2+2t
@ Ecuaciones simétricas:
X - . -
x-1_y-3 2z-2 £ —ay

1 -2 2

Ejemplo 2.2
a.) Consideremoslarecta L que pasapor P =(1,3,-2) yQ = (2,1,-2). En este caso V=Q-P=(,-2,0), luego

@ Ecuacion vectorial: L: (x,y,2)=(1,3,-2) + t(1,-2,0)
@ Ecuaciones pardmetricas:

x(t) = 1+t
L:< y(t) = 3-2t
z() = -=2.
@ Ecuaciones simétricas:
x-1 y-3
—— =) 854
1 -2

b.) Consideremos la recta L; de ecuaciones simétricas,

x+1 +2
l_yz_ oy
3 2

entonces L; va en la direccién de 7=321
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@ Observe que el segmento que vade P a Q es el conjunto de puntos
{P+1(Q-P); t€[0,1]}

@ En particular, si ¢ = %, obtenemos el punto medio del segmento

P
P+1(Q-P) =12

Angulo, paralelismo, perpendicularidad e interseccién. Consideremos dos rectas,
Li: (x,,2)=P+1tU; teR A Ly: (x,5,2)=Q+sw; seR

@ Ly | Lsiysolosi ¥ | W
@ L, L L, siysolosi v1lw
@ Eldngulo entre L; y L, es igual al 4ngulo entre ¥ y W

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) @ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
z
\ Ly
P R

<

/ Q Z‘r Ly
x4 ‘/
/

@ Como podemos escoger dos puntos cualesquiera (distintos) de una recta, las ecuaciones no son tinicas pero son
equivalentes.
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Interseccién. Sean P = (p1, p2,3) ¥ Q = (41, G2, g3) en R3. Con-
sideremos las rectas O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Li: (5,%,2=P+tV y Ly: (x,7,2) =Q+sW.
Para determinar si hay interseccién igualamos la ecuaciones,
tn-—swr = qi—p1
P+t7=Q+SIU)$ tvp—Swy = q2—p2 I
2

fvs—Ssws = (g3—ps3
Si este sistema tiene solucion, entonces esta solucién nos da el I

o los puntos de interseccion entre L; y L,. Como el sistema es
lineal puede pasar que,

Y-

@ hay solucién tnica: las rectas se intersecan en un solo
punto,

Q@ hay infinitas soluciones: las rectas coinciden, &
X

Q@ no hay solucién: las rectas no se intersecan.

@ Observe que, para el calculo de la interseccion usamos un parametro distinto en cada recta. Esto es asi porque
el punto de interseccién se obtiene en general, con un valor del pardmetro que varia en cada recta.

Ejemplo 2.3
D

Consideremoslarecta L;: (-1,3,1)+t(4,1,0).
Q LyylarectaLy: (-13,-3,-2) +s(12,6,3), se intersecan en el punto (-1, 3,1). Este punto se obtiene con
t =0 enla primera rectay con s = 1 en la segunda recta.

(_1»3;1) (_1)3:1)+0(4)110)

(-1,3,1)

(-13,-3,-2)+1-(12,6,3)
Q L;esparalelaalarecta Ls: (x,y,2) =(1,3,-2) + £(8,2,0) pues (8,2,0) =2(4,1,0)

Q L; es perpendicularalarecta Ly : (x,y,2) =(0,2,-1)+ £(-1,4,3) pues (-1,4,3)- (4,1,0) =0

Q@ Ly nointersecaa Ly: (x,),2) =(0,2,—1)+ £t (—1,4,3) pues el sistema
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O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

-1+4t = -s
3+t = 2+4s
1 = —-1+3s

no tiene solucion (es inconsistente).

Sea v=(1,1,1) y consideremos larecta L;: P+ t- V. Silarecta
Ly: Q+t-(wy, wo, ws) es perpendiculara Ly, tenemos

(w]»w21w3)'(1»1y1):0 S w1+w2+w3:0

por lo que hay muchas posiblidades para encontrar rectas
perpendiculares a L; que no sean paralelas entre si.

Dos rectas Ly y L, que son perpendiculares alarecta L: P+
= . 3
t- ¥ no son, en general, paralelas. Esto es asi porque en R la
2 - —> . . . . >
ecuaciéon w.v = 0 tiene infinitas soluciones w no paralelos X
entre si.

2.2 Distancia de un punto a una recta

Sea L unarectay B, Q dos puntos distintos en L. Dado R # L, queremos calcular la distancia minimade Ra Ly
el punto E € L en el que se alcanza este minimo. Por supuesto, la distancia minima es la longitud del segmento

— PR
perpendicular que va desde R a L: La distancia minima de R alarectaes | PR — proy_. | y esta distancia minima se
PG

PR
alcanzaen E = P+ proy_..
PG

R

PR
proy@

P
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Ejemplo 2.4
D

Sea R = (2,2,5) y consideremos larecta L: (x,y,z) = (2,0,1)+ ¢-
(0,2,1). Para calcularla distanciade R a L, tomamos P = (2,0,1)
yenvez de un “Q— P” podemos usar ¥ = (0,2,1) para proyectar.
La distanciade R=(2,2,5) a L es

6 12
)II——

| PR — ro_ll—ll 0,- .
proy. e

La distancia minima se alcanza en

PR 16 13
E:P+proy?Q = (Z'E’E) e L.

2.3 Rectas en R?

Podemos usar algebra vectorial para deducir algunas propiedades de rectas en en dos dimensiones

Si PQe R? son puntos distintos, la recta L que pasa por estos puntos es como antes, L: (x,y) =P+ t-(Q—P). Un
—
vector N € R? es perpendiculara L siysolosi N-(Q—P) =

A diferencia de las rectas en R3, en dos dimensiones todas las rectas perpendiculares a L son paralelas entre si.
.=
Si N =(a, b) es normal alarecta L, entonces

(x,))eL <> L: (N-((x,y) —P)=0 < ax+by=N-P

—
Si N = (a,b) es normalalarecta L, la ecuacion cartesianade L es ax+by+c=0con c=N-P.
Sean by, b, #0. Consideremos lasrectas Ly : ayx+ by y+c1 =0y Lp: apx+byy+cy=0.
Dividiendo por by y b, en las ecuaciones respectivas, las ecuaciones se pueden escribir como

a)
Li: —x+ +—_0 L Zxiy+ 220,

a) ap
Luego, Ny = b—, 1| esnormala L, y Ny = b—,l esnormal a L.
2
ar az

@ 1 1lL) = Ni'Np=0¢& —-—=-1.
b1 by

En particular, las rectas y = myx+d; y y = mpx+ dy son perpendiculares si y solo si m; - my = —1.

Vectores, Rectas y Planos. Walter Mora E
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a a a a
@ L1 | Ly &= Ni=AN, < —1:/1_2y/1:1, es decir, — = -2,
bl b2 bl bz

En particular, las rectas y = myx+d, y y = myax+ dy son paralelass siy solo si m; = m.

2.4 Ecuacion vectorial del plano

Asi como unarecta esta determinada por dos puntos distintos, un plano est4d determinado por tres puntos no colineales.
Sean P,Q,R € R no colineales y sea II el plano que contiene estos tres puntos. Si M = (x, y, z) € II entonces,
M=P+tQP+sRP; t,seR

Esta es una ecuacion vectorial de I1.

O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) Q@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

x Q XW

2.5 Ecuacion normal y cartesiana del plano

Un vector normal al plano 1. Si N es perpendicular al plano IT entonces P, Q € II siy solo si N1 P—Q>

Vectores, Rectas y Planos. Walter Mora E
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x & |

Si PQ,R€ II (no colineales) entonces un vector normal al plano IT es P_Q> x PR.
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@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Sea N un vector normal al plano I1. Si P estd en el plano, enton-
ces (x,y,2) €I siysolo si

(x,7,20-P)-N=0

Esta ecuacién es una ecuacién punto normal de I1

x &

-
Si escribimos N = (a, b, ¢) y desarrollamos la ecuacion anterior, obtenemos una ecuacion cartesiana de I1

ax+by+cz:N-P

Definicion 2.2 (Ecuaciones del plano).
Consideremos un plano IT que pasa por los puntos no colineales P, Q, R.
@ N= (a, b, c) es un vector normal al plano IT si N- [(x,y,2) — P] = 0 para cualquier (x, y, z) € I1.
@ SiN= (a, b, c) es un vector normal al plano IT entonces

[(x,7,2)~P]-N =0
se llama una ecuacion normal de T1
@ Si N = (a, b, ¢) es un vector normal del plano IT entonces
ax+by+cz=N~P
se llama una ecuacion cartesiana del plano I1

@ Si ¥ = PQysi W = PR entonces
(,,2) =P+tV +sw; t,seR

se llama una ecuacion vectorial del plano IT
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pr p2 p3

O Tres puntos P = (p1, p2, p3), Q= (q1,G2,G3) Y R=(r1,12,13) € R3 son no colineales si a1 g2 q3 |#0

rn r2 rs

Consideremos un plano IT; que pasa por los puntos no colinea-
lesP=(1,1,1),Q=(2,1,2) y R=(0,2,-1)

Q@ Ecuacién vectorial: (x,y,z) = (1,1,1) + £(1,0,1) +
s(-1,1,-2)

Q Ecuacién cartesiana: un vector normal es
N = QP xRP = (1,0,1) x (-1,1,-2) = (=1,1,1). Co-
moN-P= 1, una ecuacion cartesianaes —x+ y+z=1.

2.6 Paralelismo, perpendicularidad y dngulo

Definicion 2.3
Consideremos larecta L1 : (x,y,z) = P+t v ylos dos planos

M : ayx+b1y+ciz=dy v Ila: apx+bay+coz=dp

Entonces, siendo ﬁl = (a1, b, 1), y ﬁz = (ap, by, c2), normales a I1; y I1,, respectivamente,
@ I, | I siysélosi N || N
@ II; L II,siysdlo siﬁ; L 172
@ El angulo entre los planos es el &ngulo entre los vectores normales

@ L | siysélosiﬁ; 17

Vectores, Rectas y Planos. Walter Mora E
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@ L LIsiysélosiN, | T

Planos paralelos.Puede mover v, w, P y N;. @ Veren 3D Planos perpendiculares.Puede mover v, w, P y N; @ ver
en 3D

N2
Z
N
N2P
Y
v
W
=
Recta paralela a un plano. Puede mover la recta con el Recta perpendicular a un plano. Puede mover la recta
punto PQ con el punto P @
Ver en 3D Ver en 3D

\ N
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Ejemplo 2.6
D

Determine una ecuacién cartesiana del plano I1; que contenga alarecta L; : (x,y,2) = (1,2,1) +£(0,2,3) yal
punto P = (0,0,—-1) (que no estden Ly).

Solucién: Para encontrar una ecuacion cartesiana del plano IT;, buscamos tres puntos no colineales en este
plano; el punto P que ya tenemos y dos puntos de la recta. Para obtener estos dos puntos de la recta, le damos
una par de valores al pardmetro ¢ tal que nos generen al final tres puntos no colineales.

En este caso con ¢t =0y ¢ = 1 obtenemos los dos puntos que faltan. Tres puntos no colineales en el plano IT son

p= (0)0’_1)) Q = (1)2) 1)) R= (1)4)4)

0 0 -1
Estos puntos no son colinealespues | 1 2 1 [=-2#0
1 4 4

Bien, ahora tomemos N = @ x RP = (1,2,2) x (1,4,5) = (2,-3,2). Como N-P= —2, una ecuacion cartesiana es
2x—-3y+2z=-2

Ejemplo 2.7
D

Determine la ecuacién cartesiana del plano I1; que sea paraleloalasrectas Ly : (x,y,2) = (1,2,1)+£(0,2,3), Lp:
(x,¥,2)=(1,0,1) + £(5,0,0) y que contenga al punto P = (1,1,1)
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Solucién: De acuerdo a la teoria, un vector normal a IT debe ser perpendicular a (0,2,3) y a (5,0,0); entonces
para encontrar la ecuacion cartesiana del plano IT;, podemos tomar

N = (0,2,3) x (5,0,0) = (0,15,—10)

Como N-P = 5, una ecuacion cartesiana es 15y — 10z =5
O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

L,

Consideremos el problema de obtener la ecuaciéon cartesiana® Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
del plano I1; que sea perpendicularalarecta

Li: (x,5,2)=(1,21)+1(0,2,3)

y que contenga al punto P = (1,1, 1). Para encontrar la ecuaciéon

cartesiana del plano I1;, podemos tomar N = (0,2,3). Como
N - P =5, una ecuacién cartesiana es

2y+3z=5
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Interseccion entre recta y plano.

Para obtener la interseccién entre una recta Ly : (X, ,2) =@Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)
P+t7v yelplanoIl; : ajx+ by +c1z = dj, lo que hacemos es
pasar a la ecuacién paramétrica de L; y sustituimos x(¢), y(t)
y z(t) en la ecuacion del plano: a;x(t) + by y(1) + c12(1) = dy.
Resolvemos para t; si la solucién es tnica, con este valor
de t obtenemos el punto de interseccion sustituyendo en la
ecuacion de la recta.

z

Si la ecuacion a;x(t) + byy(t) + c1z(t) = dy tiene infinitas
soluciones significa que la recta estd en el plano y si noy hay so-
lucién significa que larecta es paralela al plano pero es ajena a éL.

Consideremos el problema de obtener la interseccion,
si hubiera, entre el plano I1 : x -2y +3z = 1 y la recta
L:(x,y2)=1,21)+1(0,2,3)

x =1
Las ecuaciones pardmetricasde Lson{ y = 2+2¢ Luego,
z = 1+3t.

sustituyendo en la ecuacion de I1 queda

1
1-22+20)+3(1+3nN=1 = t=§

Finalmente, sustituyendo en la ecuacién de L, obtenemos el

punto de interseccion (1, %, 3)

Vectores, Rectas y Planos. Walter Mora E
Derechos Reservados © 2014 Revista digital Matemadtica, Educacién e Internet (www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/)


 http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/jview/plano-recta-interseccion.html

2.8 Distancia minima de un punto a un plano. 47

2.8 Distancia minima de un punto a un plano.

Consideremos un plano II de ecuaciéon ax+ by +cz =d. Sea
P € 1. Un vector normal al plano es N = (a, b, ¢). La distancia

d(Q,1) de Q = (x,y,2) alles z ‘
Q
dQI) = |lproy™Y]| N
N
= QRN -
G
TR 4(Q, T=|Proy N |
- @Ry P2
[V X

Y

=
<
Q)
=|
|
N
=)

' _ |ax+by+cz-d|

IIN|| Va2 + %+ 2

2-0+3-0-2-0-5] 5

V224324 (=22 V17

Consideremos el plano I1: 2x +3y—2z = 5. La distancia del plano al origen es

2.9 El punto de un plano mds cercano a un punto dado.

Supongamos que tenemos un punto Q = (x, y, z) yun plano II de ecuacién ax+by+cz = d. Consideremos el problema
—
es calcular E € II tal que d(Q,II) = d(Q, E). Supongamos que N es un vector normal al plano II.
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Como 75‘6 -AN entonces,
E-Q=AN
Multiplicamos por N

N-(E-Q)=AN-N
N-E-N-Q=AN-N
Como E€ Ilentonces N-E=d

A_d—N-Q_d—ax—by—cz
NN  a+bh+c?

El punto m4s cercano, en el plano II de ecuaciéon ax+ by + cz=d, al punto Q es

d
E=Q+AN con A= ———.

d
Ny d(O,l) = —

En particular, el punto del plano IT més cercano al origen es E = TS

IN112

2.1 Sean A=(1,1,1), B=(-2,1,2) y C=(3,-3,0).
a.) Calcule la ecuacion vectorial de larecta L; que pasapor Ay B
b.) Calcule la ecuacién vectorial del plano IT; que contiene a los puntos A,B y C
c.) Calcule la ecuacion cartesiana del plano I1; que contiene a los puntos A,By C
d.) Calcule, si hubiera, la interseccién de larecta L; y el plano II;
e.) Calcule la distancia del punto C alarecta L;
f.) Calculelaecuacién vectorial de unarecta L, que sea perpendicularalasrectas L; y Ls: (x,y,2) = £(1,0,3).

2.2 Calcule la ecuacién cartesiana del plano I1, que contiene a la recta L3 : (x,y,2) = £(1,0,3) y pasa por
Q = (_2) _2) 2)'
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2.3 Calcule la ecuacion cartesiana del plano Il que contiene al punto Q = (-2,-2,2) y es paralelo al plano
My: x+2y—-z=1.

2.4 Considere las rectas Ls(t) = (1,1,1)+ #(1,-1,1) y Lg(t) = (3,—1,1) + £(—1,1,2). ;Son estas rectas ortogonales
(perpendiculares)? ;Se intersecan estas rectas?

2.5 CDetermine una ecuacién cartesiana del plano I1 que contiene al punto (1,1,1) y que es que paralelo a las
rectas Ls(¢) =(1,1,1) +#(1,-1,1) y Lg(#) = (3,-1,1) + £(-1,1,2).

2.6 Sean A=(1,1,1), B=(3,-1,1) y C=(7/3,-1/3,7/3). Verifique que el tridngulo AABC es rectangulo y
calcule su area.

2.7 Considere el plano IT de ecuacién vectorial IT: (1,2,0) + £(-2,4,1) + s(1,1,2). ;Cudles de los siguientes
puntos (0,0,0), (1,2,0) y (2,-3,-3), estdn en el plano I1?

2.8 Determine la ecuacion cartesiana del plano IT; que contiene alos puntos A=(1,1,1) y B=(-2,0,0) y que
es perpendicular al plano Il : x+y+3z=3.

2.9 Considereelplano IT: x+y+2z=1yelpunto Q=(1,1,2) ¢II

a.) Calcule la distancia de Q al plano I1
b.) Calcule el punto E € II tal que la distancia d(E, Q) es minima.

2.10 Calcule la distancia del punto Q =(1,1,2) alarecta L: (2,3,2) + t(1,2,0).

2.10 Proyeccién ortogonal sobre un plano.

sz — —
La proyeccion de un vector v sobre un vector w se puede extender al caso de un vector y un plano.

Ortogonalidad y proyecciones. Empecemos por un plano Iy que pasa por el origen (en este caso el plano es un

u
subespacio vectorial de R®). Sea U € R3, la proyeccién ortogonal de & sobre I, es el tinico vector proy € R® que
0

cumple las dos condiciones siguientes,

—

u
a.) (Ti—proyn )J_ﬂ)’, VY we Il
0

u
b.) W—proyH I<d-Wll, YWwe I,
0
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—

u
El vector U — proy se le llama componente de U ortogonal a T1y. Aunque parece suficiente con la condicién a.), es la
0

condicién b.) la que garantiza la unicidad.

Teorema 2.1

Sea Il es un plano que pasa por el origen (un subespacio vectorial de R%) y sean ¥ y W vectores ortogonales y

unitarios, si

My: (x,y,2)=t-V+s-W; t,s€R,

entonces

a.) proylf[t0 =U-Nv+@d-ww

u
b.) proy = BBTu, donde B es la matriz cuyas columnas son lo vectores (columna) de la base 2.
0

Si Iy es un plano que pasa por el origen con Iy : (x,y,2) = t-U1+
— — —

s-Vz con t,s € R. Para obtener los vectores v y w ortogonales

y unitarios podemos usar la idea del proceso de ortogonalizacion

de Gram-Schmidt:

— — —_ - —
- N - U—(v2-V)V
Vs VTS S5 =
lloll |v2—(w2- D)V |

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Proyeccidn sobre el plano. Los vectores ¥ y W son per-

pendiculares y unitarios. La proyeccién de OQ sobre 7 es

=2 o — e 2 o -

(0Q-v)v yentonces OQ—(0Q- V) v esortogonala a v para
tdehad - bt

cualquier a € R. De manera anéloga, OQ — (0Q- W)W es orto-

gonala BW con B € R. Por tanto,

00- (00 -7)7 - (00 -B)B| - aT+pW) =0.

Es decir, O_Q’ - (O_Q>- V- (w ‘W)W es ortogonal al plano 1.

De nuevo, el punto E en el que se alcanza la minima distancia entre un punto Q y el plano IIj, que pasa por el origen

(@) =2 o - 2 o>
se puede calcular como E = proyHQ =(0Q-v)v +(0Q- - w)w
0

¢ Y si el plano no pasa por el origen? Hacemos una traslacién. Una traslacion es una transformacion que preserva

distancia (isometria).
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Consideremos de nuevo el problema de encontrar el punto E
en un plano Ilp tal que d(Q,Ilp) = d(Q, E). Sea IIp un plano
de ecuacion Ip: (x,y,2) =P+t-V+s-Wcon Pe R3y t,se R.
Entonces 1y =IIp — P es una traslacion del plano IIp al origen,
es decir, Ily: (x,y,2) =t- U +s-W. Si E' € Iy es el punto en que
se alcanza la minima distancia entre Q' = Q — P y el plano Iy,
entonces

—
/

E’:proyg y E=E'+P
0

Ejemplo 2.1
v
Calcular la distanciade Q = (2,3,1) al plano IIp: x+y+2z=0.

Calcular el punto E € Iy en el que se alcanza esa distancia
minima.

Solucién: Un vector normal al plano es N = (1,1,2), entonces,

ax+by+cz—d [1-2+1-3+2-1-0| 7
d(Q,Iy) = | | = =—
VaZ+ b2+ c? 12412422 V6
Célculo de E: Como el plano pasa por el origen, es un sub-
espacio vectorial de R3. Para obtener una base basta con dos
vectores en el plano, no paralelos; digamos v; = (1,1,-1) y v =

(0,2,-1). ’
Ahora, una base ortonormal seria,

oot oo )
U e=eewvll) BTV VBT V2T V2
EntoncesE:(Q-v)v+(Q-w)w:(%,%,_%)_
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3 — Rotaciéon de un punto alrededor de unar

Rotar un punto P alrededor de una recta L significa mover el punto P sobre un circunferencia, de radio r = d(B, L),
que estd sobre un plano ortogonal a L y pasa por P.

Primero vamos a considerar un punto P € R? y unarecta L que pasa por el origen O y va en la direccién del vector
unitario 0. Supongamos que P’ se obtiene rotando P alrededor de L en un dngulo «, entonces los tunicos datos que
conocemosson P, 7'y a.

Como se observa en la figura, N, P, Q, y P’ estdn en el mismo V4
plano I1 y ¥ es normal a este plano. Claramente,

— s
OP' =ON +NQ + QP

La idea ahora es calcular los sumandos = ON, NQ, QP' en
términos de los datos conocidos.

@ Célculo de ON : Este vector es la proyeccioén de OP sobre U,
es decir, ON = (@’ ﬁ) v

@ Célculo de NQ: Usando nuevamente la la proye-cciéon de OP
~ TB_A3 (A A~ .
sobre U; NP =OP - (OP- v) . Luego, usando el tridngulo rec-

tangulo A NQP' obtenemos que T\fé = (51_;— (5_P’ ﬁ) ﬁ)-cos a.

— —>
@ Célculo de QP': Primero debemos observar que QP’ es para-

leloil)plano Myes o_rtP gonal_)al segmento_]’VP; por lo tarltOFigura 3.1: P! esunarotacién de B, a radianes alrede-
U x OP es paraleloa QP', i.e., QP' =1 (i}x OP). dorde 7
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Vamos a verificar que en realidad son iguales. Usando la identidad de Lagrange,
| x OB ||=|| 7 [[| OP || sen6 =|| OP | sen6.

Ahora, usando el tridngulo rectangulo AONP obtenemos,
—> —>
| NP |=| OP | senf.
. > —> 1
Entonces | 7 x OP ||=|| NP |=|| NP'| .
Nuevamente usamos el tridngulo rectingulo ANQP/,

/ ~ AR
QP ||=| 7= OP | sena,
—_—

ycomo QP' y 7 x OP son paralelos, conlcluimos
QP = (ﬁx 513) -sena.

Finalmente,

- o =2 -
OP° = ON+NQ+QP

o7

OP-ﬁ) U+ [ﬁ’—(o_ﬁa) ﬁ] -cosa + (ﬁx ﬁ)-sena

Eﬁ-cosa + (_O_ﬁ-ﬁ)ﬁ-(l—cose) + (ﬁxaﬁ)-sen(x.

Rotacion de un punto alrededor de una recta arbitaria. Si la recta no pasa por el origen, hacemos una
traslacion. Si la recta tiene ecuacion vectorial L: (x,y,z) = A+ t U entonces, la rotacion P’ de P alrededor de L en un
dngulo de a radianes es,

OP':A_P>-cosa + (ﬁﬁ) U-(1-cosf) + (ﬁxﬁ)-sena + A. 3.1

Caodigo en Mathematica. Una funcién para rotar un punto P alrededor delarecta L: (x,y,2) = A+ tV se imple-
menta en MATHEMATICA como

RotacionL[A_, vv_, P_, alpha_] := Modulel[{v, a = A, p = P, ang = alpha}, v = vv/Norm[vv];
Cos[angl*(p - a) + vx(v.(p - a))*(1 - Cosl[ang]) +
Cross[v, P - Al*Sin[ang] + al;

RotacionL[{1, 1, 1}, {0, O, 1}, {0, 1, 0}, Pi/2] (*devuelve {1,0,0}%)
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Ejemplo a1

Sea P=(3,0.3,4.5) vy L: (3,3,1) + t-(2,1.5,3). Para calcular
la rotaciéon P’ de P alrededor de la recta L en un angulo de
a = 5.5 radianes, usamos la férmula (3.1). Primero debemos

2, 1.5, 3)
=~ (0.512148, 0.384111, 0.768221).

normalizar, v = ———
[12, 1.5, 3)|

)24 (P—A)-cosa+v(v-(P—A) - (1-cosa)
+(vx(P—A))-sena + A
(0.834487, 2.53611, 4.82562)

u

Nota: Posiblemente la manera mas eficiente de trabajar computacionalmente con rotaciones es usar “cuaterniones
unitarios” (ver [13]).
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