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La integral definida es una herramienta 1til en las ciencias fisicas y sociales, ya que muchas cantidades de interés
en dichas ciencias pueden definirse mediante el tipo de suma que se presenta en la integral definida.
Antes de estudiar casos especificos en que se utiliza la integral definida, daremos las siguientes definiciones:

Il Definicién 1
Recibe el nombre de particidn de un intervalo cerrado [a, b] un conjunto de intervalos cerrados:
{[.TO, xl]; [x17 1"2]5 [Z‘Q, 3]'3}7 ceey ['xn—Qa xn—l]a [xn—lv xn]}

que posee las propiedades:

1. ['17071:1] u [371, ~772} U...u [xn—271'n—1]a [xn—laxn]} = [a, b]
2. [xi—1, @) O [z, x541) =25 con i € {1,2,...,n}

3. [zj_1, ;)N [z, 2p41] =0 amenosque k=jo0j—1=k+1

Il Definicién 2

Cada intervalo en una particién de [a,b] se llama subintervalo [a,b]. Una particién estd determinada por los
nimeros que son puntos externos de los subintervalos de la particién. Asi, una particion que contenga n
subintervalos queda determinada por un conjunto de n + 1 nimeros.

{.’Eo,xhl'g, .. .,‘Tn,l,xn},

donde g = a, 2, = b, x;_1 < z; parai € {1,2,3,...,n}.

Denotaremos con P, la particiéon determinada por este conjunto de n 4+ 1 ntmeros, asi:

P, = {[zo, z1], [x1, 22], - - -, [Tn—2, Tn—1], [Tn—1,Tn]}

Il Definicién 3

Si P, es una particién de un intervalo [a,b], la norma N, de P, es el mayor de los n ntimeros

(1 — x0), (2 — 1), (T3 — T2), .-, (T — Tp—1),

donde

Ari =21 — 29, ATo =20 — 1, ..., DXy =Ty — Tp_1,

osea Ax; =x; —x;_1 parai € {1,2,...,n}.

La norma NV, de una particién P, es la longitud del més grande de los subintervalos en la grafica de P, que se
muestra a continuacién:
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Figura 7.1:

Il Definicién 4

Si P, es una particién en un intervalo [a,b], un aumento T, de la particién es un conjunto de niimeros
{t1,t2,...,t,} tales que

o <t <21, 11 Sty <29, 12 <3523, ..., Ty Sty < Tp,
osea, z;i_1 <t; <z;coni€{l,2...,n}
Graficamente:
JJfOIx\‘II...)\Ci'IIX\:i ...I?\Cn_lixn;
a
i b ti fox
Figura 7.2:

7.1 Calculo de areas

Sea f una funcién cuyo dominio estd en el intervalo cerrado [a, b], tal que f(z) > 0 para x € [a, b].
Sea R la regién plana limitada por las grificas de las ecuaciones: y = f(z), y =0 (eje ), x = a, x = b.

y=fx)

\

Figura 7.3:

Sea P,, una particién de [a, b] en n subintervalos determinados por el conjunto {zg, z1, z2, ..., Tn—1, T, }, con
Ax; =x; —xi_q,1€{1,2,...,n}.

Sea T,, = {t1,t2,...,t,} un aumento de P,.



Construimos n rectangulos cuyas bases sean los n intervalos de la particién P, cuyas alturas sean

f(tl)a f(tQ)’ ) f(ti)7 L] f(tnfl)v f(tn)

() ——

Figura 7.4:

El drea del i—ésimo rectangulo estd dada por f(¢;) - Az;; y la suma

n

> f(t)Aw;

i=n

de las areas de los n rectangulos serd una aproximacion al area de R.

Si aumentamos el nimero de subintervalos, entonces decrece la longitud de cada subintervalo de la particiéon
P,,, obteniéndose una nueva suma que dard una mayor aproximacién al area de R.

Demos ahora la siguiente definicion:
Il Definicién 5

Si f(x) > 0 para x € [a,b], y si existe un nimero A tal que dada una e > 0, exista § > 0 tal que

n

> flt)Aw — A

i=1

<€

para toda particién P, de [a,b], y todo aumento de P, en que N, < J, entonces este niimero A es el area de la
regién limitada por las gréficas de la ecuacién y = f(x), y=0, z =a, z =b.
Note que de esta definicién se tiene que:

mathr{vliHO (2 f(ts) sz-) = A

Azlﬂ@

y si A existe, entonces:

Il Ejemplo 1
6z — 22

Calculemos el area de la region R limitada por las graficas de y =1+ 5



Solucién

La representacién grafica es la siguiente:

6t; — t2
i)=14+—"
) =1+
fity)

El area del i—ésimo rectangulo es:

t; — t2

Figura 7.5:

La suma de aproximacién para el area de R es:

n

‘7‘2

i=1

(En la grafica anterior se muestra el i—ésimo rectdngulo de la aproximacién).

Luego de la definicion ?7? se tiene que:

b
I
o\
ot
A/~
[
+
o
K
|
8
[\v]
~
QU

3 5, a3 b
- (“9”6 ‘27>0
3 125
= 2(25) — =2 _
5+9(5) o7 0
25

Il Ejemplo 2
Calculemos el drea de la regién R limitada por las graficas de y =Inz, y =0, z =e.
Solucién

Graficamente se tiene:



y=Inx

Y

Figura 7.6:

Como Inz = 0 <= z = 1, entonces la curva interseca al eje x en el punto (1,0). El 4rea de la regién R estd
dada por:

€
A = / Inzdx

! e Se utilizé el método de
(xlnz — ) ) integraciéon “por partes”.

= elne—e—Inl1+1
1(u.l.)2

7.2 Area de una region comprendida entre dos curvas

Sean f y g dos funciones con dominio en el intervalo [a,b], tales que f(z) > g(x) para z € [a,b].
Vamos a determinar cudl es el drea de la regién R limitada por las gréificas de y = f(z), y = g(x), x =a, x =
que se muestra a continuacién:

Figura 7.7:

Construimos un conjunto de rectangulos tales que la suma de sus areas sea una aproximacion al area de R.



/ —
i)
AX;
Figura 7.8:

Sea P, una particién de [a, b] en n subintervalos determinados por el conjunto
{1'07371,(1}2, ey Lj—1y Ly e v e 7$n717xn}a
donde Az; = x; —xi—1,4 € {1,2,...,n}.

Sea T, = {t1,t2,...,ti—1,ti,...,tn_1,tn} un aumento de P,. Construimos n rectdngulos cuyos anchos sean los
n subintervalos de la particién P,, y cuyas alturas sean:

f(t) —g(tr), ft2) —g(t2), .y f(t:) —g(ti), -, f(tn) = g(tn).

El drea del i—ésimo rectangulo es: [f(¢;) — g(¢;)] - Az;, y la suma de aproximacién para el drea de R estd dada
por:

S 17() — g(t)] - Aa,

Si aumentamos el nimero de subintervalos, entonces decrece la longitud de cada subintervalo de la particion
P,,, obteniéndose una nueva suma que darda una mayor aproximacién al area de R.

Se tiene entonces la siguiente definicion:

Il Definicién 6

Si f(x) > g(x) para x € [a,b], y si existe un numero A, tal que dada una e > 0 exista una 6 > 0 para lo cual

_Z [f(ti) — g(t:)] - Ax; — A| < e

para toda particién P, de [a,b] y todo aumento de P,, con N, < §, entonces dicho nimero A es el drea de la
region limitada por las grdficas de las ecuaciones y = f(z), y=g(z), x=ay xz =b.

De esta definicién se tiene que:
n

A= lim > [f(t:) — g(t:)] - Az;

N,—0
P
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Si h es la funcién definida por h(z) = f(x) — g(z) para x € [a,b], y si A existe, entonces:

a-f ) da = / @) - g(a)lda

Il Ejemplo 3
) . o , . (z —2)? 2 2
Hallar el area de la regién R limitada por las gréficas de las ecuaciones: y = —5 1, y= gx + 3 r=4
Solucién
Graficamente se tiene:

y=25x+s

N
=

Figura 7.9:

(z—2)°

2 2
Note que las gréficas de y = -1, y=—-x+ 5 se intersecan en el punto (—1,0).

5
En este caso, el area del i—ésimo rectangulo es:

()52 )]

y la suma de aproximacién esta dada por:

Segun la definicién 77 se tiene que:
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_ 6,8 8 (1 2 27
5 5 27 5 5 27
235
= == (ul)?
a7 (vl
Il Ejemplo 4
Hallar el area de la regién R limitada por las graficas de las ecuaciones y = —73: +1,z=-2, =4, y=0.
Solucién
Graficamente se tiene:
2
R1 ] y= %+ 1
4 k-
-2 2 o
\ R,
y=0
-1p \
Figura 7.10:

—T
La recta con ecuacién y = - + 1 interseca al eje = en el punto (2,0).

Note que la regién R estd formada por dos partes, las regiones Ry y Ro, por lo que el drea de R = area de Ry

+ drea de Rs.
La regién R; estd limitada superiormente por la gréifica de y = %x + 1, inferiormente por la de y = 0, lateral-
mente por lade x = -2y o =2.
Luego:
2 -z
drea de Ry = / <+1—0>dx
o\ 2
()]
= — 4tz
4 -2

= 4 (ul)?

La regién Rs esta limitada superiormente por la gréfica de y = 0, inferiormente por la de y = —Tx + 1, lateral-

mente porlade x =2y x =4.
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Luego:

4 —_
érea de Ry = /[0—(29%1)}@
2

Por tanto, el drea de R es igual a: 4 +1 =5 (u.l.)2.

Il Ejemplo 5

Hallar el drea de la region R senalada en la figura adjunta, que estd limitada por las graficas de las ecuaciones:
2
y:%—Zm—l—l, y:%—l—l, y=—z+5.

Figura 7.11:

Solucion

R puede dividirse en dos regiones R; y Rs.

Las rectas con ecuaciones y = g +1, y = —x 45 se intersecan en el punto (3,2) (jcompruébelo!).
La recta con ecuacién y = —x + 5 y la pardbola se intersecan en el punto (4, 1).

La recta con ecuacién y = £ 4+ 1 y la pardbola se intersecan en el punto (0, 1
y=13

Luego: drea de R = drea de Ry + &rea de Rs

3 2
drea de Ry = / [x—&—l—(x—Qx—l—l)}dx
o L3 2
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I
S—
w
K
|
| I
IS
8

7 3
= —.’1/‘2 —_ x—
5 -%)l,
= 6 (ul.)?
4 22
drea de Ry = —x+5—(2—2x+1>}dx
3
4 2
x
[ (eemg)
22 23\ [t
(=3-5)]
31
) 31 2
Entonces: drea de R =6+ 3 (u.l.)”.
Il Ejemplo 6
Hallar el drea de la regién R limitada por las graficas de las ecuaciones y? =z, y = —x + 2.
Solucion
La representacion grafica es la siguiente:
2 x=2-y
2
x=Y
l ..........
1 2 3 4 5:
-1
ey
-3
Figura 7.12:

Las graficas se intersecan en los puntos (1,1) y (4, —2) (Verifiquelo algebraicamente).

W,

En esta caso podemos tomar “y” como variable independiente y x como la variable dependiente, es decir,
r=9(y) =2-y.

Asi el drea de la regién R estd dada por:



14

1
(2—y—y°)dy

—

—2

2 3

vy
oy — 2 L
Y70 3>

(u.l.)?

1

-2

I

Otra forma de obtener el drea de la region R es la siguiente:

y=vVr y=—Vr y=2-zx

Figura 7.13:

Dividimos la regién R en dos regiones R; y Rg. La regién R; estd limitada superiormente por la grafica de
y = \/z, inferiormente por la de y = —/z, lateralmente por lade x =1y = = 0.

Asi:

drea de Ry = /o V& — (—Vz)] dx

Il
s~
D
g

= - (ul)?

La regiéon Ry estd limitada superiormente por la grafica de y = —z + 2, inferiormente por la de y = —/z,
lateralmente por la de x = 1.

Luego:

4
drea de Ry = /1 [~z 42— (—Vx)] dx
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_ 9 22 223/2\ |*

-\t 2T
19

Por tanto:
area de R = 4rea de R; + area de R»

_ 419

3 6
27

= 35 (u.l.)?.

7.3 Volumenes de solidos de revoluciéon

Sea f una funcién definida en el intervalo [a, b].

Recibe el nombre de sélido de revolucion, el sélido generado al girar alrededor del eje «x, la region limitada por
la gréifica de y = f(x), el eje © y las gréificas de x = a y © = b. El eje x es un eje de simetria de dicho sélido y
una seccion recta perpendicular al eje z es un circulo.

ix=b

Figura 7.14:

Para determinar el volumen de este tipo de sélidos, seguiremos un procedimiento similar al utilizado para el
area de una region, aproximando el “volumen” de un sélido de revolucién por medio de una suma de volimenes
de sélidos mas elementales, en los que el volumen ya ha sido definido.

Vamos a considerar discos o cilindros circulares como los sélidos elementales, asumiendo que el volumen de un
disco circular es, por definicién, el producto del drea A de la base por el espesor h (o altura).
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Figura 7.15:

Consideremos una particién P,, del intervalo [a,b] determinada por el conjunto de nimeros
{xo,l’l,ZL’Q, PRSP /7 J (PN 17 SR ,iﬂn_l,l'n},

donde Azx; = x;_1 —x;, coni € {1,2,3,...,n}.

Sea T,, = {t1,1t2,...,t,} un aumento de P,.

Consideremos ahora los n discos circulares, cuyos sensores son Axy, Axs, ..., Ax;, ..., Ax,, y cuyas bases tienen

radios f(t1), f(ta),. .., f(t:), ..., f(tn)-

f(t)

Figura 7.16:

El volumen del i—ésimo disco es:
wlf(t:)]? - Az

La suma
n

_Z Tl f(t:)]? - Aw

de los volimenes de los n discos nos da una aproximacién al volumen del sélido de revolucion.

Podemos suponer que mientras mas delgados sean los discos, mayor sera la aproximacién de la suma anterior
al volumen del sélido.

Se tiene entonces la siguiente definicion:

Il Definicién 7
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Si existe un nimero V tal que dada € > 0 exista d > 0 para la cual
Zw[f(tl)F . AiCZ —Vi<e
i=1

para toda particién P, de [a,b] y todo aumento T,, de P,, y con N, < §, este numero V es el volumen del sélido
obtenido por revolucién del drea limitada por las graficas de y = f(z), y =0, = a, = b alrededor del eje z.

Si h es la funcién dada por h(z) = 7[f(x)]? para = € [a, ], entonces la suma de aproximacién:

wf(t)]? - Az,
1

n

(2

utilizada en la definicién del volumen del sélido de revolucién, puede escribirse como:

zn: h(tl) . A.Z‘i

=1

donde ¢t; € [xi_l,xi], Ar;, = xi_1 — ;.

Luego, de la definicién de integral y de la definicién de V' dada, se tiene que

V= /abh(a:) dx:/abw[f(x)]zdx

Consideremos ahora dos funciones f y g continuas en el intervalo cerrado [a,b], tales que f(x) > g(x) para
x € [a,b]. Sea R la regién del plano limitada por las curvas con ecuaciones y = f(x), y = g(z) y las rectas con
ecuaciones x = a, x = b.

y=f)

\\—/
y=gx)

AN
<

Figura 7.17:

Deseamos determinar el volumen V' del sélido de revolucién generado al girar la regién R alrededor del eje x
(note que en este caso no giramos la regién R alrededor de una de sus fronteras).

El sélido generado se muestra en la siguiente figura:
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Figura 7.18:
Sea P, una particién del intervalo [a, b] determinada por el conjunto de ntimeros {xg, 1, Z2, ..., Ti—1, Liy. .., Tn}
con Ax; = x; —x;—1 para i € {1,2,...,n}, y sea T, = {t1,¢2,...,ti,..., s} un aumento de P,.

En este caso, los sélidos elementales usados para obtener una suma de aproximacién del volumen del sélido de
revolucién, seran anillos circulares.

Se muestra a continuacién el i—ésimo rectangulo y el i—ésimo anillo circular generado al rotar aquel alrededor
del eje .

ft)
8(t)
a b
Figura 7.19:
fit)
8(t)
o
-
Figura 7.20:

Luego, el area del anillo circular es:
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f(t)]* = 7lg(t:))?

por lo que el volumen del i—ésimo elemento sélido sera:

AV = a([f(t)]* = g(t:)]*) - A
Entonces, la suma de aproximacién para el volumen del sélido de revolucién es:

n

ST (f ()2 — [g(t)?) - Az

i=1

Puede suponerse que mientras mas delgados sean los anillos circulares, mayor sera la aproximacion de la suma
anterior al volumen del sélido.

Il Definicion 8

Si existe un nimero V tal que dada € > 0 exista § > 0 para la cual

ST a2 — [gta)?) Az — V| < e

i=1

para toda particiéon P, de [a,b] y todo aumento T, de P,, y con N, < ¢, este nimero de V es el volumen del
sélido obtenido por revolucién del drea limitada por las graficas de y = f(z), y = g(x), ¢ = a, = b, alrededor
del eje x.

Si h es la funcién dada por h = w([f(z)]* — [g(2)]?) para x € [a,b], entonces la suma de aproximacién

S w ()P~ lo(t)?) - Az

i=1

utilizada en la definiciéon 7?7, puede escribirse como:
n
i=1

donde t; € [x;_1,x;], Ax; = x; — x;1.

Luego se tiene que:
V= [ ha)ds = [ x(if@)? - o)) do

Il Ejemplo 7

Hallar el volumen del sélido de revolucién generado al girar alrededor del eje x, la regién limitada por la grafica
dey=+x, y=0,z=1, z=4.
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Solucién

x=4
|
x=1 ,,’,t,',’,’/l'l"l”’;””’ :
i | ,
Pl | i
st fit:) ! ! :
, M ! !
1 i 4
o
Figura 7.21:

Observe, en la figura de la derecha, i—ésimo rectangulo que al rotar alrededor del eje x genera un disco circular
en forma de cilindro circular recto.

El volumen del i—ésimo disco circular es:

w[f(t:))? - Az = 7(VE)? - Az,

La suma de aproximacion del volumen:
n

Z 77(\/157')2 Az
i=1
El volumen del sélido esta dado por:
4
V = / mx dz
1
z2|?
= T—
20
T
1
= ?57r (u.l.)?

Il Ejemplo 8

Hallar el volumen del sélido generado cuando la regién limitada por las graficas de y =2 —x, © =0, y = 0 gira
alrededor del eje z.

Solucién
La representacion grafica del sélido de revolucién es la siguiente:

El volumen del i—ésimo disco circular es:

W[f(tl)}z . A.Ti = 7T[2 - t1]2 . AZIIZ
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ftt)

Figura 7.22:

La suma de aproximacion del volumen es:

7'('(2 — ti)z . ALIL’Z
1

n

?

Luego, si f(x) = 2 — x, entonces el volumen del sélido estd dado por:

/OQ[f(x)]de = 7r/02(2—x)2d:1c

= —(2-2)?
3 0
= 8% (u.l.)?

Il Ejemplo 9

Hallar el volumen engendrado cuando la superficie limitada por la curva y = senz, y las rectas con ecuaciones
y=0, =0, z =, gira en torno al eje x.

Solucion
La representacion grafica es la siguiente:

Si f(x) = senx entonces:

1. El volumen del i—ésimo rectangulo es:
7[f(t:)]? - Ax; = w(sent;)? - Az

2. La suma de aproximacion del volumen es:

n

Z n(sent;)? - Ax;

i1
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ftt)

\\\\\\\\\\

Figura 7.23:

3. El volumen del sélido esta dado por:

/ n(senz)?dr =
0

3

™1 — 2
/ 1-cos2z
0 2
1
(x — sen2:z:>
2

(u.l.)?

s

0

M‘:L) o

Il Ejemplo 10

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje x, la superficie comprendida entre las
parabolas con ecuaciones y = x2, y = \/x.

Solucién

La representacion grafica de la region y del i—ésimo rectangulo es la siguiente:

y=x’=g(x)
ft) [ormeeme , y =Vax = f(x)
O] - |
:
AX;
Figura 7.24:

El volumen del i—ésimo anillo circular es:



La suma de aproximacion del volumen es:

m(WVE]* = [£]7) - Az

i=1

Luego, el volumen del sélido de revolucién estd dado por:

|

3
7 N
N |~

|
at| =
"

|

(an)

Il Ejemplo 11

Determinar el volumen del sélido obtenido al girar la regién del ejemplo anterior, alrededor del eje y.

Solucién

W= x=g()
y=x =fy)

ftt) g(t)

Figura 7.25:

El anillo circular tiene como radio méximo g(¢;), y como radio minimo f(t;).

23
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En este caso tomamos x como la variable dependiente, y se tiene que el volumen del sélido esta dado por:

Il Il
S— 55—
— it
3 3
— —
@ —
3
< 2
SN— |
=%
8 <
[\v]
S—
N
(=W
NS

I

3
A
oS,

|
0o |,
~

Il
|
3
=
Z
w

Il Ejemplo 12

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alrededor del eje y, la parte de la pardbola y? = 4az, a > 0,
que intercepta la recta x = a

Solucién

La representacion grafica de la region y del i—ésimo rectangulo es la siguiente:

2
% x=g0)= 5
ti
gt) 4
-2a
Figura 7.26:

2

El anillo circular tiene como radio maximo x = a, y como radio interior x = 1
a
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Tomamos = como la variable dependiente.

El volumen del sélido esta dado por:

Il Ejemplo 13

Determinar el volumen del sélido de revolucién generado cuando la region limitada por las graficas de las ecua-
ciones y = x2, y = 4, gira alrededor de:

1. el eje y

2. la recta con ecuacién y = 4

3. eleje x

4. la recta con ecuacion y = —1

5. la recta con ecuaciéon x = 2

Solucién

1. La regién en el plano xy que gira alrededor del eje y es la siguiente:

y=x’
4
L Y;
2 — 1 2

Figura 7.27:
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Se tiene que el radio del s6lido generado es:

El volumen del i—ésimo elemento sélido es:

El volumen del sé6lido esta dado por:

I
[0
)

—
£
)

2. La region gira alrededor de la recta con ecuacién y = 4

Figura 7.28:

El radio del i—ésimo disco circular es:
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4 —¢2

K2

El volumen del i—ésimo elemento sélido es:

7r[4—tﬂ2 - Ax;

K3

En general, el radio del sélido generado es:

4—y=4-2°

Luego, el volumen del sélido esta dado por:

2
V = /77(4—1‘2)2dac

-2

64 32 64 32
= 7T<32—3+5)—7T —32+_)

512 .

3. Note que al girar la regién alrededor del eje z, el :—ésimo elemento sélido tiene como base un anillo circular.

El volumen del i—ésimo elemento sélido es:

[71(4)* = 7(£])?] - Az,

Luego, el volumen del sélido generado esta dado por la siguiente integral:

Vv

/2 716 — (2*)?] d

-2

/Qwuﬁ—xﬂdx

-2

5
W(M%—m>
5/ |9
32 32
320 22) _r(—32+22
w(m-%) (e %)

2
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Figura 7.29:

4. La region gira alrededor de la recta con ecuacién y = —1
El radio méximo del anillo circular es y =5 =4+ | — 1|

El radio interior del anillo es y = 22 + | — 1| =22 + 1

Figura 7.30:

El volumen del i—ésimo elemento sélido es:

{7‘((5)2 -7 (& + 1)2] <Az,
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El volumen del sélido generado estd dado por la siguiente integral:

VvV = /2 [2571'—77(902—&—1)2} dx

-2

2
/ 7T(25—x4—2x2—1) dx

5 2
T A
5 37 )|,
32 16 32 16
= r(48-C ) —n a8+ =+ 2
7r< 5 3) 7r( +5+3)
1088 s

5. La regién gira alrededor de la recta con ecuacién z = 2

De nuevo, el 1—ésimo elemento sélido tiene como base un anillo circular, cuyo radio maximo es 2+ } -Vt |,
y cuyo radio interior es 2 — \/%;.

\

=
=

Figura 7.31:

El volumen del i—ésimo elemento sélido es:

(724 VE)* —7(2—Vt:)?] - Ay

Luego, el volumen del sélido estd dado por la siguiente integral:
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128 5

7.4 Longitud de una curva plana

Vamos a determinar la longitud s del arco de una curva con ecuacién y = f(x), comprendida entre los puntos

A(a, f(a)), B(b, f(b))-

Figura 7.32:
Como se muestra en la figura anterior, dividimos el arco AB en n partes, uniendo luego los sucesivos puntos de
divisién por segmentos rectilineos.

Por ejemplo, el segmento DFE tendra como longitud

(Ax;)? + (Ay;)?.
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Luego, tendremos una aproximaxién de la longitud de la curva AB, mediante la suma:

n

> V(A + (Ay)2.

i=1

Si aumentamos indefinidamente el niimero de puntos de divisién, entonces las longitudes de los segmentos tien-
den a cero, por lo que:

n—-+o00 4

lim 2": V(Az;)? + (Ay;)?
i=1

nos da el arco AB, siempre que el limite exista.

Para expresar el limite como una integral tenemos lo siguiente: supongamos que la funcién con ecuacién y = f(z)
es continua y posee derivada continua en cada punto de la curva, donde A(a, f(a)) hasta B(b, f(b)). Luego,
por el teorema del valor medio para derivadas, existe un punto D*(z},y}) entre los puntos D y E de la curva,
donde la tangente es paralela a la cuerda DF, esto es:

_ Ay;
_EAM

f'(@7) osea Ay = f'(a]) - A

Luego
lim le/@xi)? + (Ay;)?
1=

puede expresarse como:

T >\ ¢ () A

R (Z L+ (/=) m)

que por definicién corresponde a la integral:
b 2
/ dy
1 — | d

Como la longitud de una curva no depende de la eleccién de los ejes coordenados, si x puede expresarse como
funcién de y, entonces la longitud del arco esta dada por

F(b) 2
/ 1+ (dx) dy
@ dy

(hemos expresado f/(z) como dy/dx).
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En cada caso calcular la longitud del arco de curva que se indica.

Il Ejemplo 14

1
y = g(xz +2)3/2 desde = = 0 hasta z = 3.

Solucién

Designemos con L la longitud del arco.

1 d
Como y = g(xQ +2)%/2, entonces d—y =zvVaZ+2
T

Luego:

h
Il

/03 \/1+ [m\/mrdx
[ VT
/jmm

[ verripe
/03(x2+1)dx

I?’ 3
?4—1‘

= 12

0

Il Ejemplo 15

922 = 49, desde (0,0) hasta (2v/3,3)

Solucion

dx
En este caso, tomemos = como variable dependiente y obtengamos T por medio de derivacién implicita:
Y

dz de  2y®
187— = 12y® de donde — = ~—
xdy y eonedy 37

Luego, la longitud L del arco estéd dada por:



Il Ejemplo 16

yt 1
ZJr@,desdey:lhastay:?

T

Solucién

d
Obtenemos de nuevo d—z, pues = = h(y)

dx 3 1 4yf—1

dy 4 43 43

2 2
4y — 1
Luego: L = / 1—|—< Y " )

/ \/16y +16y12 — 845 + 1
dy
16y6

/ \/16y12+8y +1
/ V/ 4y6+

/ 44/0 +1d
= Y
1 dy3
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Il Ejemplo 17

(y+1)? =423, desde z = 0 hasta z = 1

Solucion
Obtengamos e por medio de derivacién implicita:
T

dx dy 622
2(y+1)— = 122> de donde —= =
(y + )dy x e donde - .l

Luego:
2
/ 1 + 613
B / 364
B (y+1)2?
/ / 36;104

/ v1+9zdx
0

1

2 3

= —(149x)2
27 o
2
- 210322
27( 0) 27

2
= ﬁ(1OM— 1)

7.5 Calculo de trabajo con ayuda de la integral definida

Vamos a estudiar la aplicacion de la integral definida al concepto de “trabajo”.

Si una fuerza constante F' actia sobre un objeto desplazdndolo una distancia x, a lo largo de una linea recta,
y la direccién de la fuerza coincide con la del movimiento, entonces el trabajo realizado W se expresa como el
producto de la fuerza F' por el camino recorrido.

Es decir: W = F - x.

Cuando la fuerza no es constante, por ejemplo, cuando se contrae o estira un resorte, el trabajo no se puede
expresar en forma tan simple.

Consideremos una particula P que se desplaza sobre el eje x, desde el punto (a,0) al punto (b,0) por medio de
una fuerza f = F(z), = € [a,b].

Dividamos el segmento [a,b] en n partes arbitrarias de longitudes Axy, Axs, ..., Ax;, ..., Ax,, y tomemos en
cada subintervalo [x;_1, ;] un punto arbitrario ¢; como se muestra a continuacién.
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Figura 7.33:

Cuando la particula se mueve de z;_1 a z;, el trabajo realizado es aproximadamente igual al producto F'(¢;)-Ax;.

Luego, la suma:

n

> F(t;)- Az,

i=1

nos dard la expresién aproximada del trabajo de la fuerza F en todo el segmento [a, b].

La suma

representa una suma integral, por lo que si

lim i, ; F(t;) - Ax;

max Ax;

existe, entonces este expresa el trabajo realizado por la fuerza f = F(x) al mover una particula de a a b, a lo
largo del eje x.

Se tiene entonces que

max Ax; —0

n b
W= lim ZF(ti) Az = / F(z)dz
i=1 @

siendo F'(x) la fuerza aplicada a la particula cuando ésta se encuentra en el punto cuya coordenada es x.

Si la unidad de fuerza es el kilogramo, y si la unidad de distancia es el metro, entonces la unidad de trabajo es
el kilogrametro. También pueden utilizarse como unidades de trabajo la libra-pie y el gramo-centimetro.

El alargamiento o la compresiéon de un resorte helicoidal, nos proporciona un ejemplo del trabajo realizado
por una fuerza variable. La ley de Hooke afirma que la fuerza necesaria para estirar un resorte helicoidal, es
proporcional a la elongacion del resorte. Asi, la fuerza necesaria para producir una elongaciéon de z unidades,
estd dada por la expresién F' = kx, donde k es la constante de proporcionalidad, que depende del material, del
grosor del alambre, de la temperatura, etc.
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Il Ejemplo 18

Un resorte tiene una longitud natural de 8 pulgadas. Si una fuerza de 20 libras estira el resorte 1/2 pulgada,
determinar el trabajo realizado al estirar el resorte de 8 pulgadas a 11 pulgadas.

Solucién

Consideremos el resorte ubicado a lo largo del eje x, con su extremo fijo en el origen:

o

Figura 7.34:

Por la ley de Hooke se sabe que F = kz.
Como = = 0,5 pulgadas cuando F = 20 libras, entonces 20 = k(0,5) de donde k = 40.

Luego, F' = 40x. Se desea calcular el trabajo realizado por esta fuerza si aumenta la extensién de 8 a 11
pulgadas. Luego:

3
w = /40xdx
0

3
= 2022

0
= 180 pulgadas-libras.

Il Ejemplo 19

Un resorte tiene una longitud natural de 10 pulgadas, y una fuerza de 30 libras lo estira 11,5 pulgadas. Determi-

nar el trabajo realizado al estirar el resorte de 10 pulgadas a 12 pulgadas. Luego encontrar el trabajo realizado
al estirar el resorte de 12 pulgadas a 14 pulgadas.

Solucién

Como F = kxz, y z = 11,5 pulgadas, cuando F' = 30 libras, entonces 30 = 11, 5k, por lo que k = 60/23.
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Figura 7.35:

El trabajo realizado para estirar el resorte de 10 a 12 pulgadas estd dado por:

2
60
= —xd
wW /0 23:10 T
30 ,|°

x2

5",

12
= 2—30 pulgadas-libras

El trabajo realizado para estirar el resorte de 12 a 14 pulgadas esta dado por:

4
60
W = /—xdm
2

23
30 L[t
=
480 120
23 23

360
= 5 pulgadas-libras

Il Ejemplo 20

Una fuerza de 25 kg alarga un resorte 3 cm. Determine el trabajo requerido para alargar el resorte 2 cm mas.

Solucién
Como F = kx y x = 0,03 m, cuando F' = 25 kg, entonces k = 2500/3.

El trabajo requerido para alargar el resorte 2 cm més (es decir, hasta 5 cm), estd dado por:



38

Figura 7.36:
0,05
22500
W = / ——xdx
0,03 3
1250 LM
3 0,03
3,125 1,125
B 3
2
= -k
g e

Il Ejemplo 21

Determinar el trabajo efectuado al alargar un resorte 6 cm, sabiendo que se necesita una fuerza de 15 kg para
alargarlo 1 cm.

Solucién
Segun la ley de Hooke F' = kz, por lo que 15 = k- 0,01, de donde k = 1500.

Luego, F = 1500z y el trabajo efectuado para alargar el resorte 0,06 m estd dado por:

0,06
W = / 1500 x dz
0

0,06
750 22

0
= 2,7kgm

Il Ejemplo 22
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Un resorte tiene una longitud natural de 6cm. Si 1200 dinas lo comprimen 0,5 c¢m, calcular el trabajo efectuado
al comprimirlo desde 0,6 cm hasta 4,5 cm. ;Qué trabajo se requiere para hacer que el resorte llegue a 9 cm,
partiendo de su estado comprimido de 4,5 cm?

Solucién

Figura 7.37:

Como F = kx y x = 0,5 cm cuando F = 1200, entonces k = 2400. Luego F' = 2400 - z. El trabajo
necesario para comprimir el resorte desde 6 hasta 4,5 cm estd dado por:

1,5
W = / 2400 x dx
0

1,5
= 120022

0
= 1200(1,5)?
= 2700 ergs

2. dib sno281

El trabajo que se requiere para hacer que el resorte llegue a 9 cm, partiendo de su estado comprimido de
4,5 cm, esta dado por:

3

W = /2400:17d9:
1,5

3

= 120022

1,5
= 1200-9 — 1200 - (1,5)?
= 8100 ergs



